Lycée Chateaubriand samedi 10 mai 2025
MPSI 3 e 2024 - 2025

Mathématiques

DS 7 ¢ CORRIGE

Exercice |
Une équation différentielle

1. Soit y une solution de (E;) définie sur |0, +o0].

Pour tout t > 0, on pose z(t) = t y(t).
(a) Montrer que Z’ est solution sur |0, +o00[ de I'équation différentielle d'inconnue x :

t3
EX —x= E
YT T 0y ey (E2)

» Comme y est solution de (E;), y est dérivable sur I'intervalle ]0, +-o00[ donc z I'est également.

z(t)

» Puisque, pour tout t > 0, y(t) = —; rona

ey - 208 2(t)
y'(t) = -2
Vt € ]0,+OO[, Z/'; tzl z
J(t) = 7Et) 2 tgt) N 2 t(st)'

» En substituant dans (E;), on a

t2<z”(t) _2Z(1) N 22(t)) N t(z’(t) z(t)) (1) t3
t

£2 3 t 2 t  (1+12)?
donc
1 / t3
e2(0) ~2(6) = T
donc | Z' vérifie I'équation (E,).
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(b) Résoudre I'équation (E;) et montrer que

t
dJKecR: Vt>0 "tY=Kt — —— .

1 t2
» Sur | :=]0, +oo[, I'équation (E,) s'écrit x" — X = A+ oy

Sous cette forme, (E,) est une équation différentielle linéaire résolue, du premier ordre, a coeffi-
cients continus.

» Une primitive sur / de t —> — est t — —In(t) donc I'ensemble des solutions sur / de

I'équation homogene associée a (E,) est
{t— At ; e R}.
» Déterminons une solution particuliére de (E;) par la méthode de variation de la constante.

Soit x : t — K(t)t avec K une fonction définie et de classe €* sur /.

On a les équivalences suivantes :

x est solution de (E;) <= Vt >0, x'(t) e &
? ’ t (L+t2)2
1 t?
— Vt>0, tK'(t)+K(t)— -tK(t) = ——
) ( )+ ( ) t ( ) (1+ t2)2
#2
— Vt>0, tK(t)= —s
’ (®) (14 t2)2
t
= Vt>0, K'(t)= ——3
. K(t) (1+ t2)?
1
<— dCeR: Vt>0, K(t)=——-+~+C.
(t) 2(1+ t2) *
t
Une solution particuliere de (E;) est donc t — i)
t
» Donc |I'ensemble des solutions de (E;) sur fest ¢t — Kt — — ; K€ Ry.
2(1+ t2)
» Puisque z' vérifie (E2), on a bien le résultat souhaité.
Lycée Chateaubriand 2 /23 Mathématiques

MPSI 3 e 2024 — 2025 DS 7 ¢ CORRIGE



(c) En déduire I'expression de y.

t

» Fixons K € R tel que, pour tout t > 0, Z'(t) = Kt — 21+ 2

Par intégration, fixons C € R tel que

t2 1
vt >0, 4@:K5—1m0+ﬂy+c

» On a donc, par définition de z,

t In(l+t?) C
Yt t)=K- — ——— 2+ —.
>0, y(t) 2 4t +t

2. Al'aide d’un développement limité de f au voisinage de 0, déterminer I'allure de €; au voisinage
de 0.

2
: I 2 2
» Puisque In(1 + x) = x > +xf>o(X)et que t T—>—o_>0’ ona
_ Lo 1.4 4
f(t)—at—4t<t 5t +H0(t ))
( 1)t+1t3+ o (1)
_ o — — —
4 8 0

» On a donc| lim f(t) = 0.

t—0

4

1
» De plus, | 6r admet pour tangente a I'origine la droite d'équation y = (a — ) t.

1 1 1

» Enfin, comme f(t) — <a - 2>t = §t3 + too(t3) et que §t3 est positif au voisinage de 07,
—

on a

@ est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.
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Exercice Il
Autour des séries de Bertrand

1
1. Déterminer la nature de la série g ——
nss n%(In n)

(a) dansle cas ou aw > 1;

» On suppose que o > 1.
» Pour n > 3, puisque In(n) > In(3) > 1et 3> 0, ona0< n® < n®(Inn)’ donc

1 1
0 ——— < —-
n*(Inn)” =~ n®

- 1 L :
» Or la série ) - — converge comme une série de Riemann convergente.
n>3

» Ainsi, par comparaison pour les séries a termes positifs,

. 1
dans le cas a > 1, la série E — 5 converge.
2 n®(In n)

R 1 1
Dans le cas ou l'on ne suppose pas 3 > 0, on montre que —— = ¢ <> avec
na(|n n) n—+oo \ nY
v € |1, a, et I'on conclut par comparaison a une série de Riemann convergente.

(b) dans le cas ou o < 1.

» On suppose que o > 1.

l-a
n : : .
» Onan = . Puisque 1 — a > 0, on a, par croissances comparées,
B B
n“(In n) (Inn)
l—a B
n i Inn
3 +o00 e (In n) > 0
(|n n) n——+o00 nl—-o  n-4co
n“(In n)” 1 1
>A|ors¥: o (1)donc == o |——|.
n n—+o00 n n——+00 na(|n n)/B
» Or la série Z — diverge donc, par minoration pour les séries a termes positifs, on a
n=>2
dans le cas o < 1, la série Z - 5 diverge.
ns2 n®(In n)
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2. Soient n,m € N tels que n > 2 et m > n.

Montrer soigneusement que

» Soit kK > n.

> La fonction f étant décroissante sur [k, k + 1], on a

Vte [k, k+1], f(t) < f(k).

> Par continuité de f sur [k, k + 1] et croissance de l'intégrale sur ce segment, on a

k+1 k41
<
/k F(t)dt \/k F(k)dt

donc
/kk+1 F(£)dt < F(K). (x1)

» En sommant (x1) entre k = net k = m—1, on a, par la relation de Chasles,

/m f(t)dt < mz_:l f(k),
n k=n
donc, en ajoutant f(m),
[T ey de+ f(m) < Y F(K)
n k=n
» De méme, on établit que
Vk>n, f(k)< /kk_1 £(t)dt. (%2)

donc, en sommant (x;) entre k = n+1 et k = m,

> i) < [ A

k=n+1 i
d’ou, en ajoutant f(n),
Y f(k) < f(n)+ [ f(t)dt
k=n n
» Ainsi, on a bien obtenu
[y de+ f(m) <Y (k) < F(n)+ [ F(e)de
n k=n n
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3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur 3 pour que la série Z

converge.
w2 n(Inn

)6

. 1 . . .
> La série ) (in )’ converge si, et seulement si, la suite (Sy)n=2 converge.
s n(lnn

- 1. 1 . 1 7 . \ -y . 1 . .
De plus, puisqu'il s'agit d'une série a termes positifs, E ( )ﬁ converge si, et seulement si,
ms2 n(Inn

(Sn)n>2 est majorée.

» Soit N > 2. D'apres la question 2. avec n=2et m= N, on a

/N L g+ —1 s <1+/N LI
> tne)’ NN’ TN S22 L t(ne)’

[in(In )] " = In(in ) — In(In 2) si =1

GO
/2 n pdt= 1 gV _ 1 11 :
t(int) _BH[(mt) |, _5_1<(|n2)6_1 (InN)B_1> si. B#£1.

» Dans le cas ou 3 = 1, puisque la suite (In(ln N))N>2 diverge, on a, par minoration,

=

Sy ——— +o0.
N—+o0

1
5 dt
t(ln t) N—+o00

N
» Dans le cas ot 5 €]0,1[, on a / » 400 donc, par minoration,
2

Sy —— +o0.
N—~+oo

» Danslecasou 3 >1,0na

1 1 _ 1 1 > 1 1
—1(In2)° 7t B—1(nN)"t = B—1(n2)" "

>0

VN = 2, SN<B

donc la suite (Sy)ns2 est majorée, donc la série converge.

» En conclusion, on a

1

m>2 n(In n)

5 converge <= [>1.
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4. On se place dans le cas ou Z

5 converge.
ms2 n(Inn

(a) Montrer que
1 1

R — Lo <1)
YT B I(n NPT Nt \N(In V)P )

» Soit N > 2. Soit M > N. On pose

M M
|NM;:/ F(t)dt et Sym = F(k).
’ i ’ k=N

D'apres la question 2. avec n = N et m = M et les calculs précédents (cas ot 5 > 1), on a

1 1

<Sym < ———
g N an v)?

SR + .
M(In M) M

Inm 4

» A N fixé, on a

T 1( 11 > 1 1
N7M7ﬁ_]— (InN)’B_l (|nl\ﬂ)f8_1 M—>+oo/ﬁ_]_(|nN)ﬁ—l'

1
»0 et R
M(In M)? Moo 0 et Swm e R

donc, par passage des inégalités larges a la limite,

1 R 1
B—1(nnN)" T Y S Nn N T B—1(n Ny

d'ou
1 1 1

0<Ry— < :
"B 1Ny T N(In N

» Finalement, on a bien établi que

S Sy
YT BTN vt \N(In )P )

(b) Donner un équivalent de Ry lorsque N — +oc.

R 1 R
On a % —1= 0 () d'oll — Nl -1 0, donc
1 1

NN—r:rmﬁ—l(lnN)’B_l.
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5. On se place dans le cas ou Z
ms2 n(Inn

)6

diverge.

Déterminer un équivalent de Sy lorsque N — +o00.

N
» Pour N > 2, on pose Iy ::/ f(t)dt.
2

» Pour N > 2, d'aprés la question 2. avec n = 2 et m = N et les calculs précédents (cas ou

f<1),ona

d'ou

» Or, comme < 1,0naly —— +oo donc
N—+o00

Aussi,

5 >0
N(In N)” N=oo

1 1
Iv+ ——— <Sv< —5 + I,
T TP
1 1 S 1 1
T3 S =g ——— 5 +1
Iv N(In N) v~ Iv2(In2)
1
RN

» Par passage des inégalités larges a la limite, I—N —— 1 donc

SN N—)f\:l—oo IN.
» Orona
1 1 1 1 1
— ~  — sifg<1
y=4{ 6—-1 (gn 2)71 gn /\/)5‘1> N—+oo B —1(InN)*~! &
In(In(N)) = In(In(2) N;\looln(ln(N)) sif=1
donc
1 1
sif<1
Sw  ~ 1— 6 (InN)°! g
N—+o0 :
In(In V) si f=1.
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Probléme llI

Etude d’un procédé de sommation

Partie A Cas d'une suite constante

1. Soit n € N. Expliciter ¢,.

n

_ 1 & (n a n a . —
Onacn—gz:(k)a—gz:(k)—E(l—l—l) = a donc | ¢, = a.

k=0 k=0

2. Les séries > ¢, et > ¢, sont-elles convergentes ?

n n

Puisque a # 0, ¢, ¢, —— 0 donc | les séries Y~ ¢, et > ¢, ne sont pas convergentes.
n—-+00

Partie B Cas d'une suite géométrique

3. Soit n € N. Expliciter g, en fonction de n et z.

n 1 n
Puisque ) <n>zk =(z+1)",ona|g,= (z+1) :
o \Kk 2"

4. On suppose que |z| < 1.

(a) Justifier la convergence de la série ) _ g, et expliciter sa somme S&_.

n

N 1_ZN+1
Pour N € N, on a, puisque z # 1, S§ = sz =—-
=0 1-z
Comme |z| <1, S§ ——— donc | Y g, converge et S8 = : :
"N Note” 12 — =1 © 1-z

(b) Justifier la convergence de la série > _ g, et expliciter sa somme T& en fonction de S&_.
n

Z.5 = G Zod ] 4 2 [RR e .
» La série E gn est géométrique de raison et, par inégalité triangulaire,
n

z+1| _|z|+1 1+1
< < =1
2 ‘ S22 2
donc | la série > g, converge.
n
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» Comme somme d’une série géométrique de raison >

1 2 1

+oo
~n: = :2)(
D s S -z

donc | T¢ = 2S&..

5. On suppose que |z| > 1. Quelle est la nature de la série Zgn?
n

D'aprés les résultats sur les séries géométriques, | > _ g, diverge grossiérement.
n

6. On suppose que z = e avec # € |-, 7[ ~ {0}.

Montrer que la série Zg—,, est convergente, puis calculer la partie réelle et la partie imaginaire
n
de la somme T&..

» La suite (g,), est géométrique de raison

z+1 _ e 11 igeig—l—e_ig 0 0
2 2 2

ie (9)]_ 0
ecos2—c052

» On a, d’apres les formules d'Euler,

0 T 0
et <1 car 5 & ]—2, 2{\ {0} donc cos<2> €10,1[.

G _ 1 1 1 et
© T 1-e?  gie§_ef 2 sm(g)
B cos(g) = |sm(§) i1 _cos(g) 1 1
Tz () (<>) <<>)

1
» En appliquant la question 4.(b), T4, =1+ i——— donc
tan(g)

Re(T8,) =1 et Tm(TE) =
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Partie C Comparaison des convergences des deux suites

7. Déterminer la limite de S,4(n, a) lorsque n tend vers +oc.

>Ona<n> n(n—1)-(n—k+1) nk

k)~ k! n—stoo kI

. , 1 (n
» Par croissances comparées, — — 0.
2n\ k| n—+oco

1
» Soit n > q. On a, pour k € [0, q], 2”<Z> ak —>n_>+ 0.
N——
——0

n—+oco

» Par somme finie de limites, |S,(n, a) —— 0.

n——-+o00

8. On suppose que a, —— 0. Montrer que a, —— 0.
n——400 n—+00

» Soit £ > 0.
: €
» Comme a, —— 0, fixons N.; € N tel que, pour tout n > N1, |a,| < =.
n—+00 ? ’ 2
. 3
» Aussi, comme S,(n, a) — 0, fixons N.» € N tel que, pour tout n > N o, ‘Sq(n, a)‘ < 5
n (oo}
» Posons N. := max(N. 1, N.») + 1.
» On a, pour n > N,
_ 1 Z n € n n\e
|an] = |Sn.(na) + = > ()ak <Sz+= > =
2" o \K 2 20, G \k)?2
n n " (n
or Y <><Z<>:2”donc
k=not1 \K o \k
~ g €
\a,,| < 5 == 5 = E.
» Ainsi, par définition de la limite, on a|a, ——— 0.
n—-+o0o
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9. Soit £ € C. On suppose que a, — ¢. Déterminer la limite de (a,),.

» Pour n € N, on pose b, := a, — {, de sorte que b, —— 0.
n—-+oo

» En appliquant la question 8. a la suite (b,),, on a b, —— 0.

n—-+o00

>Or,pournEN,E,,:l <:>(ak—€):2lnz(Z)ak—ﬁzﬁn—ﬁ.

n
2 k=0 k=0

» D'ou|a, —— /.
n——+00

10. La convergence de la suite (a,), est-elle équivalente a celle de la suite (3,),?

Si (a,), est la suite géométrique ((—2)") , on a (a,), diverge mais (a,), converge.

Donc | la convergence de (a,), n'est pas équivalente a celle de (3,),.

Partie D Comparaison des convergences des deux séries

11. On se propose de déterminer, pour n € N, |'expression explicite de U7 comme combinaison
linéaire des sommes S} pour k € [0, n] :

U2 = A\xSi. (%)
k=0

(a) Pour n € [0, 3], déterminer les (n + 1)-uplets (Ank)o<k<n-

On a

U3 = a = S,

U? = 3a+a = 252452,

Ug = T[ag+4a; + a = 358+3Si+5;,

Ug = 1530+1181+532—|—a3 = 4Sg+6Si+4SS+Sg
d'ou

A0,0 - 17 ()\2707 )\2,17 A2,2) — (3a 37 1)7
()‘170a >\1,1) - (27 1)7 ()\3,07 )‘3,17 >\3,2a >\3,3) = (47 67 4a 1)

(b) A quelle expression des coefficients A, x (en fonction de n et k) peut-on s'attendre compte
tenu des résultats obtenus a la question 11.(a)?

1
Pour n € N et k € [0, n], on peut conjecturer que e = (Z :LL 1) ;
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(c) Etablir la formule (x) par récurrence sur I'entier n.
_ " (n+1
On note, pour n € N, I'assertion P(n) : « U3 = > (k N 1> S7 .
k=0
INITIALISATION.
D'apres 11.(a), 2(0) est vraie.

HEREDITE.
Soit n € N tel que P(n) est vraie.
On a
nt1
Uz, =272, = 2715 5, = onft (Z C 3n+1>
k=0 k=0

Ua

2n+1(Ta + an+1) — 2n+1 o + 2n+lan+1

n+1 1
= 2U2+ Z <n—;(_ )ak.

k=0

Or (cet enchainement de calculs est classique et a savoir mener)

ntlp41 tlin4+1 tlint+1
R Y an

k=0 k=1
n+1 n+1 n+1 n+1 )
B E
k=1

:Z: 0 (n+1)sa+sa
n-+1 " (n+1
=sta+ 3 (7 Js- 5 ()
Al Z ,;) k+1)7"

+1 n+1
=yl () - ()
41 kzo k k+1) |7
On a donc, par P(n),

+1 n+1 n+1
sia=Eplin) (0 - () s
s k+1 k k+1 i
n+1 n+1\] ., Win+2\_,
E L) (st ()

_(n+2)
T \k+1

I
M= 1

d'ot P(n + 1).
CONCLUSION.

Par récurrence, on a bien montré ().
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12. On suppose que la série Z a, est convergente et a pour somme SZ_.
n

Montrer que la série > _ 3, est convergente et exprimer sa somme T2, en fonction de S2..
n

. U2 1 & (n+1)\_,
» On a, pourne N, T: = = on 2”k_0<k+1>sk'

» D'aprés la question 9. appliquée a la suite (S2),, on a

n+1
n+1 5
2”+1 Z <k + 1) oo e 200

13 n+1)\_, ,
donc 2nz<k+1>skm2sw

> Ainsi, | > 3, converge et a pour somme T2, = 252
n

13. La convergence de la série Z a, est-elle équivalente a celle de la série Zﬁn ?

» Sia= ((—2)”) , on a E a, diverge mais la série E a, converge car
n
n n

—1)"
Vn € N, ;—;n:( )"

~ i : 1 1
donc Z a, est la série géométrique de raison ) avec —2‘ < 1.

n

» Donc |la convergence de Z a, n'est pas équivalente a celle de ZE,,.
n n

Lycée Chateaubriand 14 /23
MPSI 3 e 2024 — 2025

Mathématiques
DS 7 e CORRIGE



Probléme |V

Fonction génératrice d’une variable aléatoire

Partie A Propriétés et exemples

1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, n].
(a) Montrer que Gx est une fonction polynomiale et préciser son degré.
On pourra remarquer que, pour t € R, tX est une variable aléatoire.

» Soit t € R.

» On applique la formule de transfert a la variable aléatoire X et la fonction f : u — t" pour
calculer I'espérance de la variable aléatoire t*. On a

E[tX] =E[f(X)] = Z F(KP(X = k) = Z t“P(X = k).

» Ainsi, ‘Ia fonction Gx est une fonction polynomiale de degré n.‘

(b) Déterminer Gx(0) et Gx(1).

» On a Gx(0 ZO"IP’ = k) = 0°P(X +Z 0¥ P(X = k) = P(X = 0) donc

> On a Gx(1) = E[1¥] = E[1] = 1 donc | Gx(1) = 1.

On remarque que 1 est un point fixe de Gx.

(c) Pour k € [0, n], déterminer une relation entre P(X = k) et Gx¥)(0).

D’apres la formule de Taylor polynomiale appliquée a Gx, on a

Vk € [0,n], Gx®¥(0) = k! x P(X = k).

On peut aussi raisonner par récurrence pour établir que

n 'I .
Vke0,n], VteR, Gx®(t)=> —L _P(X =)
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2. La fonction génératrice caractérise la loi.
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans [0, n].

Montrer que
XetYontlamémeloi <= Gx=Gy.

L'implication est immédiate.
Démontrons désormais I'implication (&),
» Supposons que Gx = Gy.

» Alors on a
Vk e [0,n], Gx¥(0)=Gy®(0).

» D'apres la question 1.(c), on a donc
Vk € [0,n], P(X =k)=P(Y = k),

donc X et Y, a valeurs dans [0, n], suivent la méme loi.

3. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, n]. Calculer Gy .

1
La variable aléatoire U est a valeurs dans [0, n] et, pour tout k € [0, n], P(U = k) = 1
n
Soit t € R OnaGU(t):Zn: Lo zn:tk
' n+1 n+17=
" 1— ¢t
Or,pourt#1,0ona ) th="—"—
) 1-t
Ainsi, on a
11—ttt
1 n . 1
VteR, Gu(t)=_——7) t"=9 n+l 1t siot#
n+lis 1 si t=1
4. Soit B une variable aléatoire de loi de Bernoulli %(p) ou p € [0, 1]. Calculer Gg.
La variable aléatoire B est a valeurs dans {0,1} et on a
P(B=0)=1—p e P(B=1)=p.
Soit t € R. On a Gg(t) = (1 — p)t° + pt'.
Ainsi, on a
VteR, Gg(t)=1-—p-+pt.
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5. Soit N € N*.

(a) Soient X et Y des variables aléatoires a valeurs dans [0, n] indépendantes.

Montrer que GXer = GX X Gy.

METHODE 1
» Soit t € R.

» Par indépendance de X et Y, les variables aléatoires t* et t¥ sont indépendantes.

> On a donc Gxy(t) = B[] = E[t*t"] = E[t*|E[t"] = Gx(£)Gy(1).

» Ceci étant valable pour tout t € R, on a bien | Gx.y = Gx X Gy.

METHODE 2

» La variable aléatoire X + Y est a valeurs dans [0, 2n].

2n
» Par définition, on a, pour tout t € R, Gx;y(t) = > P(X + Y = k)t*
k=0

Pour k € [0, n], d"apres la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d'évé-
nements (Y = j);cpo ., ON 2
PX+Y=k=) PX+Y=kY=j)=> PX=k—j,Y =)
j=0 j=0

or X et Y sont indépendantes donc

P(X +Y = k) ZIP’ =k—j)P Y:j):f:]P(X:k—j)IP(Y:j).

=0 =0si j>k =0
Cela donne donc
2n  k
VEER, Gxyv(t)=) Y P(X=k—jB(Y =)t“. (*1)
k=0 j=0

» Comme Gx et Gy sont des fonctions polynomiales, le produit Gx X Gy est une fonction polyno-
k

miale de degré 2n et, pour k € [0, 2n], son coefficient de degré k est Y P(X = k — j)P(Y =)
j=0
donc

VteR, Gx(t ZZP —J))P(Y = j)t~. (%2)
k=0 j=0

» D'aprés (1) et (*2), on a pour tout t € R, Gxyy(t) = Gx(t)Gy(t).

» D'ou GXer = GX X Gy.
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(b) Soit p € [0, 1]. Déterminer, a I'aide de ce qui précede, |a fonction génératrice d'une variable
aléatoire de loi binomiale (N, p).

» On note, pour p > 2, P(p) : « pour toutes variables aléatoires Xi, ..., X, a valeurs dans
[0,n], on a Gx,4..ux, = Gx, X - -+ x Gx, ».
Raisonnons par récurrence pour démontrer %(p) pour tout p > 2.

INITIALISATION.

D'apres la question 5.(a), 9(2) est vraie.
HEREDITE.
Soit p > 2. Soient Xi, ..., X,11 des variables aléatoires indépendantes et a valeurs dans [0, n].
On a, d'apres P(2),
GX1+“‘+Xp+Xp+1 = GX1++Xp X GXp+17

or, d'aprés g’(p), GX1+---+XP = Gx1 X X GXP' d’ou

Gxy ot Xt X = Gxg X -+ X Gx, X Gx,
d'ot P(p+1).
CONCLUSION.
D’ou le résultat par récurrence.
» Soit X une variable aléatoire de loi binomiale (N, p).
» Fixons Xi, ..., Xy N variables aléatoires telles que
X1, ..., Xy sont indépendantes

Vk € [[]-aN]]7 XkN‘%(p)
X=X 4+ Xy.

N
» D'apres ce qui précéde, on a Gx = H Gx,.
k=1

» Or, pour tout k € [[1, N], d"apres la question 4., on a Gx, =1 — p + pt.

» Ainsi, on a

Vt €R, Gx(t)=(1—p+pt)".
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Partie B Quelques applications
Les questions de cette partie sont indépendantes.

6. Une détermination de loi.

Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une boule

numérotée 2.

Soit n € N*. On effectue n tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans ce sac. On note
S, la somme des numéros tirés.

Déterminer la loi de la variable aléatoire S, a I'aide de sa fonction génératrice.
» Pour i € [1,n], on note X; la variable aléatoire égale au numéro tiré au i*™e tirage, de sorte
que S, = X; +---+ X,.
» Soit i € [1, n]. Déterminons la loi de X; et sa fonction génératrice Gy,.

> On a X;(Q2) ={0,1,2}.

> Les données de I'énoncé permettent de donner les valeurs

1 1 1
> On a donc L1 " ( 1)2
t+
R (t) ==+ = =
VEER, Gx(t)=,+5t+ ¢ Z

» Comme les X; pour i € [1,n] sont indépendantes et que S, = X; + --- + X, d'apreés la
récurrence de la question 5.(b), on a

(t+1)%\" <t+1>2" (1 1 )2"
teR, Gs(t)=(——| =— ==+ =t] .
» Or, d'aprés la question 5.(b), la fonction génératrice d'une loi binomiale %<2n, 2) est

t— (1+1t)2n
2 2

2

1
» D'apres la question 2., on a|S, ~ 95’(2n, )
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7. Moments d’ordre 1 et 2 d’une variable aléatoire.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, n].
(a) Calculer Gx'(1). Que remarque-t-on ?

En tant que fonction polynomiale, Gx est dérivable. On a

VtER GX ka

donc Gx'(1) = > kP(X = k) d’ou

Gx'(1) = E[X].

(b) Exprimer de méme V[X] a I'aide de Gx'(1) et Gx"(1).

» Toujours en tant que fonction polynomiale, Gx est deux fois dérivable et

VEER, Gx'(t) = k(k — L)P(X = k)tk-2

k=0
donc Gx"(1) = 3 k(k — )P(X = k).
k=0
» D'aprés la formule de transfert, IE[X2] =Y k’P(X = k) mais, comme pour tout k € [0, n],

on a k? = k(k — 1) + k, on a, d'apres ce qui précéde et la question 7.(a),

E[X?] = Z k(k — D)P(X = k) + Z KP(X = k) = Gx"(1) + Gx'(1).

k=0

» D'aprés la formule de Kénig-Huygens, V[X] = IE[Xﬂ — E[X]? donc

VIX] = Gx"(1) + Gx'(1) - (6x'(1))".
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(c) Vérifier ces résultats pour X suivant une loi uniforme sur [0, n].

» Soit X suivant une loi uniforme sur [0, n].

2 _
» On sait que E[X] = et V[X] = (nt+1)7=1_nln+t 2).

12 12
» D’aprés la question 3., on a, pour tout t € R, Gx'(t) = Z kt*=1. donc
n+1l&=
1 n 1 n(n+1) n
Gx'(1) = k = —— > = — = E[X].
x (1) n+1k§ nt1l 2 p = EIX]

» De méme, on a, pour tout t € R, Gx"(t) =

” 1 n 1 n n
Gx (1):n+12k(k—1) n+1< k2—2k>
k=0

k= k=0
1 (n(n+1)(2n+1) n(n+1) _2n+1—3n_n(n—1)
o+l 6 2 B 6 -3
d'ou
Gx"(1) + Gx'(1) - (G f(1))2—”2_”+”—”2
X X X 3 2 4
4 —4n+6n—3n°
B 12
n>+2n  n(n+2)
12 12 My

(d) Vérifier ces résultats pour X suivant une loi binomiale %(n, p) ou p € [0, 1].

» Soit p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale %(n, p).
» On sait que E[X] = np et V[X] = np(1 — p).

» D’apres la question 5.(b), on a

vt R, Gx'(t) = np(1 — p + pt)"~
Gx"(t) = n(n—1)p (1—p+pt‘)”*2

» On a donc
Gx'(1) = np = E[X]
Gx"(1) + Gx'(1) - (6x'(1))" = n(n — 1)p* + np — np? = np(1 — p) = V[X].
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8. Une convergence en loi.

Soit A € R. Soit (pn)nen € [0,1]" telle que Npy A
—400
Soit (Xn)nen une suite de variables aléatoires telle que

VN e N, XNN@(N,[)N).

Montrer que

A(t—1)
VtER, GXN(t) E;—)e .

» Soit t € R.

» D’aprés 5.(b), on a

VN € N, Gxy(t) = (L — pw + put)" = exp(Nln(l + pu(t — 1))).

A 1
> Comme Npy > A, ona pu =+, () done pu(e = 1) - 0t

Nin(1+ py(t—1)) = N(,?,(t -1+ N—>0+<>O(/]\-/)>

=At-1)+ o (1)

—+00

donc Nn(1+ py(t — 1)) ———r At - ).
» Par continuité de I'exponentielle, on a donc G, (t) T A1)
— 400

> \D'ofJ le résultat.\

La fonction t —s e**™1) est la fonction génératrice d'une variable aléatoire de loi de Poisson

de parametre \. Cette loi, a valeurs dans N, sera étudiée en deuxiéme année.
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9. Un lemme pour I'étude des processus de Galton-Watson.
Soit (Xj)jen» une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi.

Soit N une variable aléatoire a valeurs dans [0, n], indépendante des X; pour j € N*.

k
On pose Sg := 0 et, pour k € N*, S = ZXJ

j=1
(a) Montrer que Gs,, = Gy o Gx,.

» Remarquons tout d'abord que, puisque les X; pour j € N* et NV sont indépendantes, on a,
pour tout k € N*, S, et N sont indépendantes.

» Soit t € R. On a
GSN(t) = E[tSN} =K [Z tSk ﬂN:l;| 5
k=0

d’'ou, par linéarité de I'espérance,
Gs,(t) = E[tsk ]lN:k}y
k=0
or, pour tout k € [0, n], Sk et N sont indépendantes, donc 5% et 1 y—x sont indépendantes, d'ou
Gsy(t) = S E[t%]E[Ly—i] = 3" Gs, (t)P(N = k),
k=0

k=0

or, pour tout k € [0,n], Gs, = Gx,* d’aprés 5.(b) donc

Gs,(t) = écxl(t)kp(/v = k) = Gn(Gx (1))

» Ainsi, on a | Gs, = Gy o Gx,.

(b) Calculer E[Sy].

» D’aprés la question 7.(a), E[Sy] = Gs,'(1).
> Or on a, pour tout t € R, Gs,'(t) = Gy, (£)Gn'(Gx,(t)).

» Donc
Gs,'(1) = 6x,'(1) Gn'(Gx, (1)) = E[X1] Gu/(1).
—— —— ——
= 1 R[N

» Ainsi, on a | E[Sy] = E[N] x E[X;].
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