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Colle 2 o INDICATIONS
Raisonnements, ensembles, nombres complexes

Exercice 2.1

24 2—i
1. Calculer \/_+I + V2 g
V2 =i V2+i
V2+i V2
2. Calculer - — -
V2 =i V24

Poser z := gi_ : et remarquer qu'il s’agit de calculer

z+Zz et z-—-7Z.

\/§+i+\/§—i 2 V24+i V2—i 42,
== — = i.
V2—i V2+i 3 V2—i V2+i 3
Exercice 2.2
On pose
1 3
j=—z+ ii.
2 2
-2 1 -
1. Calculer j?, = et].
J
2. Calculer j°.
3. Calculer 1+ j+ .
On mettra j sous forme exponentielle.
'2_1_7__1_i£
T
P=1 1+j+it=
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Exercice 2.3

Pour z € C*, on définit f(z) :=

N | NI

1. Déterminer
{z cC

f(z)eR} et {zeC | f(z) iR}

2. Soit z € C. Déterminer f(Z).

1. Utiliser la forme algébrique et procéder par identification partie réelle - partie imaginaire.

2. Utiliser les propriétés de la conjugaison.

1. En posant x := Me(z) et y := TJm(z), on a

x> —y%  2xy
f(z) = 5 5 — i 5
X“+y X“+Yy

{zEC ‘ f(z)eR}:{zeC ’ %e(z):Ooujm(z)zo}.
{ZE(C ‘ f(z)EiR}:{ZEC ‘ %e(z)ziﬁm(z)}.

— 1
2. f(z) = FZ) = —.
(@) =7 = 7
Exercice 24
A I'aide du nombre z := 1;_:{5 déterminer

() = *n(5)
Cos 12 € sin 1)

. sy - s . s . 1=
On met z sous forme trigonométrique et sous forme algébrique, pour en déduire e'2 = - - -,

On obtient I'égalité

o 1 -1
\/§e'ﬁ:\/§+ +i\/§ .
2 2
D’ou
s \/6—1—\/5 A \/6—\/5
cos( ): et sm(12):.

12 4 4
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Exercice 2.5

Soient a,b € R tels que a+ b € Q.
Les nombres a et b peuvent-ils étre rationnels ?

Raisonner par I'absurde et écrire les définitions pour calculer a + b.

Exercice 2.6

Soit a € [0, 1]. Montrer que
Vne N*, a"<nl <n"

— Montrer séparément les deux inégalités.
— Pour « a" < n! », raisonner par récurrence en utilisant que (n+1)! = (n+ 1)n!.

~
— Pour « n! < n" », utiliser la définition de la factorielle.

Exercice 2.7
On définit la suite (u,)nen comme suit :

up =20

VneN, up= l—léu,,.
Montrer que

Vn € N*, \}§<un<1-

— Raisonner par récurrence.

— Pour I'hérédité, on établira les inégalités en faisant la différence, i.e. pour montrer que

1

\/§<UH+1<17

, 1
on calculera d'abord u,y1 — — et upp1 — 1.

V2

— Pour calculer la différence de deux racines, on utilise « la méthode du conjugué », i.e.

32 _ b2
Y(a,b) € (R+)*~ {(0,0)}, vVa—-Vvb=-"—"~.
(0.6) € (B2~ {(0,0) T
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Exercice 2.8
On note

Décrire I'ensemble

Se montre moins difficilement que la réciproque.

Une fois un élément (x,y) € R x R’ introduit, on détermine d'abord y, et yg (tels que

(xa,ya) € A et (xg,yg) € B), puis I'on construit x4 en admettant que tout nombre réel
strictement positif « s'écrit comme une exponentielle ». On pose enfin xg et on peut conclure.

{a+b ; acAbeB}=RxR..

Exercice 2.9

Soit E un ensemble. Soient A, B € P(E).
Résoudre dans P(E) I'équation

ANX =B.

— Remarquer que, nécessairement, B C A.

— Dans le cas B C A, raisonner par analyse-synthése, en décomposant X dans la partition
(A, A) pour exhiber un ensemble C.

s={X=BUC ; Cec2(A)}

Exercice 2.10
Montrer que

B:={(xy)eR? | xX+y*<1}
ne s'écrit pas comme un produit cartésien de deux ensembles.

Raisonner par I'absurde. Si B s'écrit comme un produit cartésien de deux ensembles, alors, avec les
éléments (1,0) et (0,1), on montre que (1,1) est un élément de B.
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