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Colle 3 o INDICATIONS
Raisonnements, Ensembles, Complexes, Sommes

Exercice 3.1

1. Déterminer la solution xq de I'équation

x> +8x+16=0.

2. Soit (un), € RY telle que

VneN, u,o=—8u,1— 16u,.
Montrer que

INpeR: VneN, wu,=(An+ pu)xo

1. Méthode classique.

2. Raisonner par analyse-synthése. Evaluer en n = 0 et n = 1 pour déterminer X et y puis, dans
la synthése, raisonner par récurrence a deux prédécesseurs.

Xo = —4.

Exercice 3.2
On note

Décrire I'ensemble

A+B={a+b ; acAbecB}.

Se montre moins difficilement que la réciproque.

Une fois un élément (x,y) € R x R’ introduit, on détermine d'abord y, et yg (tels que
(xa,ya) € A et (xg,yg) € B), puis I'on construit x4 en admettant que tout nombre réel
strictement positif « s'écrit comme une exponentielle ». On pose enfin xg et on peut conclure.

{fa+b ; ac€cAbeB}=RxR}.
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Exercice 3.3
Soit z € C ~ {1}. On note

1. Calculer Jm(g(z)).

2. Quediresi|z| <17

Soit z € C . {—i}. On note _
z—

h(z) = o

2
1. Calculer 1 — ’h(z)’ en fonction de Jm(z) et du module d'un nombre complexe.

2. Que dire si Jm(z) > 07

2 Jm(z)
1-|h(z)] = ppid
Exercice 3.5
Soit n € N*.
1. Calculer Z <n>
o \K

2. Calculer Z k<n>.
i—o \k
3. Calculer Z k2< >
im0 \k
4. Calculer XH:L "
' Sk 1\k)

On définit f : x — (1 + x)". On exploite f(1), f/(1), (1) et F(1) ou F désigne une primitive
(bien choisie) de f.
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Exercice 3.6
Soit n € N*. Calculer les sommes

2 e 50

k ;air k impair

Exprimer les sommes
" (n 1 n
Z et Z(—l)k< )
k=0 <k> k=0 k

en fonction des deux sommes que I'on cherche a calculer.

S0 20

= k=0
k pair k impair

Exercice 3.7
Soit a € R. Soit n € N*. Calculer

Z ai+j.

1<ij<n
¢Sia=1 Y gu="0TD
1<ij<n 2
¢Sia#tl » &= #(1-a(1-a"")
1<ij<n (1—-a)32(1+a)
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G (o [1-EX:] Lemme de Gronwall discret.

On admet la proposition suivante :
Vx eR, e >1+x.
Soit (0,)nen € (RN telle qu'il existe A € Ry et (hp)nen, (Mn)nen € (Ry)Y vérifiant

Vn € N7 6)n-‘rl < ‘gn + hn/\en + Tn-

On pose
ty = 0
n—1
Vne N, t,=) h.
i=0

Montrer que

n—1
Vne N, 0, <My + Y eMinmtinly,
i=0

¢ Raisonner par récurrence sur n € N*,

¢ Par la proposition admise, on a 1+ hp\ < e

¢ Par définition de la suite (t,)n, on a t, + hy = tht1.

Exercice 3.9
1. Soit (a,)nen € CY. On pose, pour n € N,

Montrer que
VneN, a,= Z(—l)nik <Z> by.

2. Soit p € N. Soit (sp.0)nen € RY telle que

VneN, nP=>" (Z)sp,k.

Donner, pour n € N, une expression de s, ,.
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