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Exercice 6.1
Soient E et F deux ensembles.
Soit f : E −→ F .
Montrer que

∀B ∈ P(F ),
(
f ⟨−1⟩[B]

)∁
= f ⟨−1⟩

[
B∁
]
.

Exercice 6.2
Soient E et F deux ensembles.
Soit f : E −→ F .

1. Montrer que, en général, l’inclusion suivante est fausse :

∀A ∈ P(E ), f [A]∁ ⊂ f
[
A∁
]
.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur f pour que l’inclusion soit vraie.

résultat
1. f : x 7−→ x2, A = [1, 2].
2. On a (

∀A ∈ P(E ), f [A]∁ ⊂ f
[
A∁
])

⇐⇒ f est surjective.

Exercice 6.3
Soient E et F deux ensembles.
Soit f : E −→ F .

1. Montrer que
∀B ∈ P(F ), f

[
f ⟨−1⟩[B]

]
⊂ B.

2. Montrer que l’inclusion réciproque est fausse en général.
3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur f pour qu’il y ait égalité.

indication
3. Appliquer l’égalité à B = F .
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résultat
2. f : x 7−→ x2, B = [−2, −1].
3. On a (

∀B ∈ P(F ), f
[
f ⟨−1⟩[B]

]
⊂ B

)
⇐⇒ f est surjective.

Exercice 6.4
Soient E et F deux ensembles.
Soit f : E −→ F .

1. Montrer que
∀A, A′ ∈ P(E ), f [A ∩ A′] ⊂ f [A] ∩ f [A′].

2. Montrer que l’inclusion réciproque est fausse en général.
3. Montrer que l’inclusion réciproque est vraie si, et seulement si, f est injective.

indication
3. Regarder l’égalité pour A = {x} et A′ = {y}.

résultat
2. f : x 7−→ x2, A = [−2, −1], A′ = [1, 2].

Exercice 6.5
On considère l’application

f :

∣∣∣∣∣∣∣
C∗ −→ U × R∗

+

z 7−→
(

z
|z |

, |z |
)

.

1. Vérifier que f est correctement définie.
2. Montrer que f est une bijection.
3. Déterminer la réciproque f −1.

résultat

f −1 :
∣∣∣∣∣ U × R∗

+ −→ C∗

(α, t) 7−→ tα.
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Exercice 6.6
Soit E un ensemble.

1. Expliciter une bijection
Ψ : P(E ) −→ {0, 1}E ,

dont on déterminera la réciproque.
2. Soient A, B, C ∈ P(E ).

On admet les deux égalités suivantes :

1A∩B = 1A 1B et 1A∆B = (1A −1B)2.

Montrer que
(A∆B) ∩ C = (A ∩ C)∆(B ∩ C).

indication
1. Penser aux fonctions indicatrices et images réciproques.
2. Montrer que ces deux ensembles ont même fonction indicatrice et conclure à l’aide de la première

question.

résultat

Ψ :
∣∣∣∣∣ P(E ) −→ {0, 1}E

A 7−→ 1A
et Ψ−1 :

∣∣∣∣∣ {0, 1}E −→ P(E )
f 7−→ f ⟨−1⟩

[
{1}

]
.

Exercice 6.7
1. Montrer que

f :

∣∣∣∣∣∣
R −→ ]−1, 1[
x 7−→ x

1 + |x |
est une bijection.

2. Soient a, b ∈ R tels que a < b.
Montrer que ]a, b[ et R sont en bijection.

indication
1. ♦ ne pas oublier de vérifier que l’application est correctement définie

♦ INJECTIVITÉ. si x , y ∈ R tels que f (x) = f (y), x et y ont le même signe. Un calcul
montre que x = y .

♦ SURJECTIVITÉ. à vérifier, en distinguant les signes.
2. Déterminer l’unique application affine φ telle que φ(−1) = a et φ(1) = b, considérer sa

restriction à ]−1, 1[. On montre alors que ]−1, 1[ et ]a, b[ sont en bijection.

résultat

L’application φ de l’indication est φ : x 7−→ αx + β où α = b − a
2 et β = b + a

2 .
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Exercice 6.8
On note

D :=
{
z ∈ C

∣∣∣ |z | < 1
}

Π+ :=
{
z ∈ C

∣∣∣ Re(z) > 0
}
.

On pose
∀z ∈ C∖ {−1} , h(z) := 1 − z

z + 1.

Montrer que
h[D] = Π+.

indication�� ��⊂ On montrera que Re
(
h(z)

)
= 1 − |z |2

|1 + z |2
pour en déduire que h[D] ⊂ Π+.�� ��⊃ On montre que h est bijective, de réciproque h−1 = h, pour montrer que h−1[Π+] ⊂ D.
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