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Colle 8 o INDICATIONS
Fonctions usuelles, Convexité, Trigonométrie

Exercice 8.1
1. Montrer que

2. Montrer que

1. Etudier f : x — x — In(1 + x).

2. Ecrire sous forme exponentielle les deux termes de I'encadrement et appliquer la premiére
question.

Exercice 8.2

Montrer que
Vx> -1, (1+x)*>1

Etudier £ : x — (1 + x)* = e*"™*+X) pour chercher un minimum. Etudier une fonction pour
étudier f'.

Exercice 8.3

Montrer que
Vx € R, sin(cos(x)) < cos(sin(x)).

On montre que f : x — sin(cos(x)) — cos(sin(x)) ne s’annule pas sur R. Le théoréme des valeurs
intermédiaires assure qu'elle a alors un signe constant.
On utilisera notamment que :

¢ sin(x) = g — cos(x);
¢ acos(0) + bsin(f) = Va2 + b2 cos(6 + ¢).
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1. Montrer que
1
vt €10,1], 1—E <lIn(t) <t —1.

2. Soient x,y € R’ tels que x < y.

Montrer que

() =n(y) _ 1

1
X
y X—Yy y

1. Faire deux études de fonctions.

2. Poser t = i.
y

Exercice 8.5

Laquelle des fonctions

x2

x — (X2 et x+— /X

est négligeable devant I'autre en 4007

b _ obin(

Calculer le quotient des deux en utilisant que a ). Un quotient tend vers 0 et |'autre vers

+00.

X2
En 400, x — (x2)V* est négligeable devant x — /X" .

Exercice 8.6
Laquelle des fonctions
x — (¥)° et xr— x%

est négligeable devant I'autre en 4007

b

Calculer le quotient des deux en utilisant que a° = eb(a yn quotient tend vers 0 et I'autre vers

—+00.

En +o00, x — ()" est négligeable devant x — x°".
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Exercice 8.7
Laquelle des fonctions

x — In(x)* +x* et xr— x
est négligeable devant I'autre en 4007
Calculer le quotient des deux en utilisant que 2 = eb'n(2) et les croissances comparées. Un quotient

tend vers 0 et |'autre vers +o00.

En 400, x — x est négligeable devant x — In(x)* + x*.

Exercice 8.8

Déterminer max v/n.
ne

In(x)

On étudie la fonction f : x — e x , croissante sur ]0, €], décroissante sur ]e, +oo[.

max v/n = v/3.
neN

Exercice 8.9

Soit n € N*. Soient xi, ..., x, > 0. Soit & > 0.
Montrer que

n
> X
k=1

a n
< na_l Z|Xk|a.
k=1

Appliquer I'inégalité de Jensen avec x — |x|“.
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G (- XAl Inégalités de Young, Holder et Minkowski.
Soient p, g € |1, 400 tels que ,13 + (17 =1

1. Montrer que

Soit n € N*. Soient (u1, ..., un), (v1, ..., vn) € (R)".

2. Montrer que

T =

3. Montrer que

1. Utiliser la convexité de I'exponentielle en utilisant que a® = ebn(2)

2. Utiliser I'inégalité précédente pour chaque uyvi puis sommer.

3. (uk + vie)P = (uk + vie)(ux + vk)”*:l < u(ug + vk)”*1 + vi(ug + vk)p*1 etp—1= g

Lycée Chateaubriand 4 Mathématiques e INDICATIONS Colle 8
MPSI 3 e 2024 — 2025 William GREGORY



