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Colle 10 o INDICATIONS
Groupes, Anneaux et corps, Intégrales

Exercice 10.1
Soit n € N tel que n > 2. Calculer

Exercice 10.2
Calculer

/1e2X—|—3eX+1d
— 5  4X.
0

(ex +1)?

On remarquera que e + 3eX + 1 = (e 4 1)? + €¥, et I'on reconnaitra la primitive de I'inverse.

dx =

/1e2x+3ex+1 3 1
o (ex+41)2 2 e+l

Exercice 10.3

Calculer
2
1

L (Ix — 1] — [4x +2[) dx.

. 1 1
Ecrire la valeur de [x — 1| — |4x + 2| sur les intervalles {—1, —2] [—2, 1] et [1,2].
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Exercice 104

Calculer

/12 t dt — ;+ In(3)—|n(5).

2t +1

Exercice 10.5
Soit n € N tel que n > 2. Calculer

3
t"1V/tn + 3dt.
2

On reconnait la forme u'v/u.

NIw

.3 2
/ W 3dt = —((37+ 3)
2 3n

Exercice 10.6
1. Déterminer a, b € R tels que

Fe3
Vt R, +

4

NIw

—(2"+3)

).

a b

-3
2. Calculer/ Ldt.
—4 (t+1)(t+2)

1. a=2etbh=—1.

: /43 (t_i_;i_(t?)_i_z)dt = 31n(2) — 2In(3).

(t+D(+2) t+1 t12
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Exercice 10.7
On définit

Zi ={x+iy ; x,y € Z}.
1. Montrer que Z[i] est un anneau.

2. L'anneau Z[i] est-il isomorphe 3 I'anneau produit Z2?
3. Déterminer Z[i]~.

1. Montrer qu'il s'agit d’un sous-anneau de C.

N

. Regarder 'intégrité des deux anneaux.

3. On utilisera I'application N : z —s |z|?.

2. Non.
3. Z[i]* ={1,-1,—i,i}.

Exercice 10.8
On considére les anneaux

Z[V?2] = {a+ bV2 a,beZy,
ZIV3] ={a+bV3 | abelZ

Montrer qu'il n’existe pas de morphisme d’anneaux entre Z[v/2] et Z[/3].

Si un tel morphisme existait, regarder I'image de V2 en remarquant que I'image d'un carré est un
carré. Aboutir 3 une contradiction avec l'irrationalité de v/3.

Exercice 10.9
Soit d € N*. On note
Ald) ={(xy)ez® | y=xl[d}
1. Montrer que A(d) est un sous-anneau de I'anneau produit Z2.
2. Soit B un sous-anneau de Z2.
Montrer que
H={xeZ | (x.0)¢€B}
est un sous-groupe de Z.
3. (a) Soit G un sous-groupe de Z. Montrer qu'il existe n € N tel que G = nZ.
(b) Montrer que tout sous-anneau de Z? est de la forme A(d).
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2. On peut raisonner avec I'image réciproque.

3. (a) On utilisera notamment la division euclidienne dans Z.
(b) Apres avoir fixé d tel que H = dZ, utiliser la stabilité par — d’un sous-anneau de Z2.

Exercice 10.10

Pour a € C, on note Z[«] le plus petit sous-anneau de C contenant «.

1. Aton
2[1]:{3+b | abGZ}7
V2 V2 ’ '

2. Déterminer explicitement Z[\lﬁ]

1
1. A-t-on > dedans?

2. Calculer les puissances de v/3.

1. Non.
2. 7|V3] = {a+bV3+cV9+dV27 | ab,cdeZ}.

Exercice 10.11

Soit A un anneau fini intégre.
Montrer que A est un corps.

Pour a # 0, montrer que |'application est injective. Comme A est fini, elle sera

bijective.

Exercice 10.12

Soit A un anneau quelconque. Soit a € A. On note

Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
(i) ac A,

(ii) 1 € Im(m,);

(iii) m, est surjective;

(iv) m, est bijective.
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