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Colle 13 o INDICATIONS
Suites numériques

Exercice 13.1
Soient p, g €10, 1].
Soient ag, a; € ]0, 1| tels que ap + a; = 1.

1. Déterminer le terme général de la suite (p,), définie par

Po = ao
VneN, ppi=(1-p—q)p,+aq.

2. Déterminer le terme général de (1 — p,), en fonction de a;.

3. On suppose que |1 — p — g| < 1. Déterminer les limites des suites

(pn)n et (1 - pn)n-

Il s’agit d'une suite arithmético-géométrique.
On peut aussi raisonner de maniére plus élémentaire, par récurrence, en montrant que

n—1

VneN, p,=(01-p—q)"a+q> (1—p—q).
=0

1. p,=—1—+ 1—p—q”<a—q>
prq ! "\ * g
21 ne 2 s a2
( "\~ e
3. p, — etl—p, — ——

Exercice 13.2
Déterminer les fonctions f : R, — R, telles que

Vx € Ry, (fof)(x)=6x—f(x).
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On définit, pour x € R, la suite (yn), telle que

{}/0 =X
VneN,  ypr1=1(yn).

La suite (yn)n Vvérifie une relation de récurrence linéaire du second ordre donc on détermine son
terme général.
On n’oubliera pas que f est a valeurs positives.

IRy — Ry
ox — 2x.

Exercice 13.3
Montrer que la suite de terme général

(pour n € N) converge.

Exercice 134

1
On pose, pour n € N*, u, ==Y —.

1. Montrer que (u,), converge.

2. Montrer que
u 1

\V/UGN, U2n<§+27\/ﬁ-

3. Déterminer la limite de (u,),.

1. Calculer upy1 — u, montrer que (u,), est décroissante.
2. Calculer en coupant uy, en deux parties.

3. Encadrer la limite, d’une part par la définition de (u,),, d'autre part par la question précédente.

u, — 0.
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Exercice 13.5
On pose, pour tout n € N,

1 /2
u, = > ( :) et v,=(n+1)u,’

Montrer que (u,), converge et déterminer sa limite.

¢ Montrer que (up), converge par monotonie.
¢ De méme, montrer que (v,), converge.

¢ Déterminer la limite de (u,), en exploitant la convergence de (vj),.

u, — 0.

Exercice 13.6

1. Montrer que
2

Vx >0, x—%gln(1+x)<x.

2. Etudier la nature de la suite (u,), telle que

Vne N*, u, = H<1+k>.

1. On peut réaliser des études de fonctions. L'une s'établit directement par convexité.

2. On pose v, == In(u,) et on étudie la suite (v,),, avant de conclure pour (u,), par passage a
I’exponentielle.

NI

u, — e2.

Exercice 13.7
1. Soit x € R. On pose, pour n € N*,

Etudier la nature de (u,,(x)) o

2. Quelle propriété de R peut-on redémontrer a I'aide de 1.7
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n
1. Minorer n?u, par Z k.
k=1

2. Pour x € R, (u,,(x))n est une suite d'éléments de Q, convergeant vers x.

Exercice 13.8
Soit m € R Soit o € R. Soit (v,)n>o telle que

VOIO

VneN, vy = m?v, + o?m".

1. Déterminer le terme général de la suite (v,),.

1—
2. Soit p €]0,1[. On prend m = =P
p
Déterminer la nature de (v,), en fonction de p.

1. Conjecturer v, a I'aide de v,_1, vp_2, ..., jusqu’a faire apparaitre vy = 0. Vérifier la conjecture
par récurrence.

. . Vn . . (s . . -
On peut aussi, en considérant u, := —-, déterminer le terme général de (u,), (suite arithmético-
m
géométrique).

2. La disjonction de cas en p se déduit de la disjonction de casen m (m <1, m=1et m > 1).

Vo—O
n—1
VneN*, v,=0c’m" > m
k=0
5 P=5 P75 P75
. m >1 1 <1
lim v, | +o0 400 0.
n—-+o00

G (o [ -REL

Soit (un)n € (R%)N telle que u, — 0.
Montrer que

n

va>1, S ok o

K
k=0 4

Ne

Raisonner avec ¢ et N; tel que a~ "™ < e. Couper la somme en deux avec N..
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