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Exercice 14.1

Etudier la suite (x,), définie par

X € R
VneN, x,1=¢€"—1

On pourra établir I'inégalité suivante :

¢ Déterminer la monotonie de la suite.
¢ Distinguer les cas xp < 0 et xg > 0.

¢ Si xg <0, le théoreme de la limite monotone donne le résultat.
2

X
¢ Si xp > 0, établir que xx11 — xx > %, puis en déduire que x, — +0o.

Exercice 14.2
Soit 0 € ]0, g { On pose, pour n € N,

0 0
u, = 2"sin (2n> et v, :=2"tan (2n>

Montrer que (u,), et (v,), sont adjacentes et déterminer leur limite.

4 On pourra exploiter les relations donnant sin(2a) et tan(2a).
sin(x)

¢ Ona

—— 1 (ou directement sin(x) ~ x).
X x—0 x—0

limu, = limv, = 0.
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Exercice 14.3

On admettra que, si (¢,), est une suite réelle telle que ¢, — 0, on a

2

In(1+¢,) =¢e,— 8; + 0(5,,2).

Soit (u,), € (R4)". Montrer que

up\" u
On montre que (1 + ”) e Y — 1. On pourra prendre ¢, = — dans le développement admis.
n n

Exercice 144

Déterminer le terme général et étudier la convergence de la suite (u,), définie par

ug, uy € R
2unJrlun

Vn €N, Uy, = — o
Upt1 + Up

On définit v, := — (dont on montre la bonne définition). On détermine le terme général de (v,),
u

n
par les techniques classiques, sa limite, et on en déduit les résultats sur (up)n.

:2(V0—V1)< 1)n+V0—|—2V1 V0+2V1.

o
3 2 3 3
1 3
oL Buou
Vy 2ug + th

Exercice 14.5

Soient a, b € R,. On considére les suites (a,),, (bn), définies par

dp ‘= 4 bo = b
n+ b, et
VneN, apg = a“; VneN, byyi = \/anby.

Montrer que les suites (a,), et (b,), convergent, vers la méme limite.
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¢ On commence par montrer que (a,)n et (by)n sont correctement définies.

¢ L'inégalité arithmético-géométrique permet de comparer a, et by, puis de donner la mono-
tonie de (a,)n et de (bp)n.

¢ Le théoréme de la limite monotone assure la convergence des deux suites, puis un passage a
la limite dans une relation donne le résultat.

Exercice 14.6

n
Montrer que Z k! ~ n!.
k=0

okl 1 17222
=14+ = kL
oM noon—=

Exercice 14.7
11
o 1+ xn

On pose, pour n € N, u, == dx.

1. Montrer que u, — 1.
2. Montrer que, pour n € N*,

1 n@2) 1
/ X" gy = It )—/ In(1 + x") dx.
0 0

1+ xn n n

3. En déduire que

1. Majorer |u, — 1] a I'aide de I'inégalité triangulaire intégrale.

2. Procéder par intégration par parties.

1
3. Montrer d'abord que / In(1+ x")dx — 0 (a I'aide de In(1 + t) < t) et remarquer que
0
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Exercice 14.8
On définit la suite (u,), par

ug > 0
VneN, u,1=ue .

1. Montrer que (u,), converge et déterminer sa limite.

1 1
2. On pose, pour n € N, v, == -

Upt1 Up

(a) Montrer que v, — 1.

(b) Montrer que

V o o an
o+ + ! — 1.

(c) En déduire un équivalent de u,.

1. Montrer que la suite est correctement définie et utiliser le théoreme de la limite monotone.
2. (a) Utiliser que e — 1 ~ u,.

(b) Utiliser le théoreme de Cesaro.

1 1
(C) V0+"'+Vn_1:?n—70.

Uy ~ —.

Exercice 14.9
e Soit A une partie de R.
e On dit que (u,), € A" est une suite de Cauchy lorsque

Ve>0, IN.eN: Vnm=N., |u,—un <e.

e On dit que A est complet lorsque toute suite (u,), € A" de Cauchy converge dans A.

n/?2
1. (@) Montrer que la suite (H) est de Cauchy.
n
neN*

(b) Qu'en déduire sur Q7
2. Soit (u,), € AY une suite de A. Montrer que :
(@) si (u,), est de Cauchy, alors (u,), est bornée;
(b) si (uy), est convergente, alors (u,), est de Cauchy.

3. Montrer que R est complet.
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