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Colle 18
Applications linéaires

» Apres votre colle, il vous est demandé de reprendre les exercices
traités et de les rédiger sur feuille. Ce travail est a déposer dans
la boite en B013 avant mardi prochain.

» Vous trouverez le sujet et des indications sur la page ci-contre.

Exercice 18.1

Soit E un K-espace vectoriel.
Soit u € L(E) tel que

v’ —3u — 101dg = O(g).
1. Montrer que u est bijectif et exprimer u™?

en fonction de u.

2. Montrer que

E = Ker(u+ 21dg) @ Ker(u — 51dg).

Exercice 18.2

Soit E un espace vectoriel. Soient f, g € L(E)
tels que f o g = Idg.

1. Montrer que Ker(g o f) = Ker(f).
2. Montrer que Im(g o f) = Im(g).
3. Montrer que E = Ker(f) @ Im(g).

Exercice 18.5
Soit E un espace vectoriel. Soit f € L(E).

1. Montrer que
Im(f) N Ker(f) = {0g}

2. Montrer que
Im(f) + Ker(f) = E

Exercice 18.3
On considére

(| RIX] — R[X]
Pl P s P(XY) + (14 X3)P(X).

1. Montrer que ¢ est une application linéaire.
2. Montrer que ¢ est injective.

3. L'application ¢ est-elle surjective ?

Exercice 184

On note # I'ensemble des fonctions paires de

F (R, R) et J I'ensemble des fonctions impaires

de #(R,R).

1. Montrer que ® et J sont deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires dans # (R, R).

2. Déterminer le projeté de f € F(R,R) sur
&P parallelement a 9.

—  Ker(f) = Ker(f?).

< Im(f) = Im(f?).
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Exercice 18.6
Trouver un espace vectoriel E et deux endomorphismes u, v € L(E) tels que

uov=Idg et vou#lde.

Exercice 18.7
Soit E un espace vectoriel. Soit f € L(E).

1. Montrer que (Im(f”)) oy &t décroissante pour 'inclusion.
n

2. Soit ky € N tel que Im(f*) = Im(f***). Montrer que

Vk > ko, Im(f%) = Im(f*).

3. Donner un espace E et un endomorphisme f dont la suite (Im(f”)) . n'est pas stationnaire.
n

Exercice 18.8
Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € L(E).

e On dit que f est une homothétie lorsque
INeK: VxeE, f(x)=Xx
1.

e On dit que f est une pseudo-homothétie lorsque
Vxe E, I eK: f(x)=Ax.
Montrer que
f est une homothétie <=  f est une pseudo-homothétie.
2. Déterminer I'ensemble
C(E) = {u € L(E) ‘ VveL(E), uov=vo u}.

On pourra admettre que tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire.
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