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Colle 19
Algébre linéaire générale

» Apres votre colle, il vous est demandé de reprendre les exercices
traités et de les rédiger sur feuille. Ce travail est a déposer dans
la boite en B013 avant mardi prochain.

» Vous trouverez le sujet et des indications sur la page ci-contre.

Exercice 19.1
Soit E un espace vectoriel. Soit f € L(E).

1. Montrer que (Ker(f")) oy €St croissante pour I'inclusion.
n

2. Soit ko € N tel que Ker(f*) = Ker(f*™). Montrer que

Vk = ko, Ker(F¥) = Ker(f*).

3. Donner un espace E et un endomorphisme f dont la suite <Ker(f”)) o &St croissante mais non
n
stationnaire.

Exercice 19.2 Exercice 19.4

Soit n € N. Soit A € M,(R). Soit E un K-espace vectoriel.
Montrer que Soit u € L(E) tel que
AP =AAT = AeS,(R). u? — 6u —71dg = Oy (g).
. 1. Montrer que u est bijectif et exprimer u™?
Exercice 19.3 en fonction de u.
Soit E un espace vectoriel. Soient f € L(E). 2. Montrer que
Soit p > 2. Soient Aq,..., A\, € K deux a
deux distincts tels que, pour i € [1,p], on a E = Ker(u + Idg) @ Ker(u — 71dg).

E; = Ker(f — \;Idg) # {0g}. Montrer que les
E; sont en somme directe.

Exercice 19.5

Soit n € N*. Soit N € M,(C) nilpotente, i.e. telle qu'il existe p € N tel que NP = 0,,.
Montrer que N — I, est inversible et déterminer son inverse.
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Exercice 19.6
Soit N € N*. Montrer que

Vect (X oo cos(nx)) = Vect (x — cos”(x))

nefo,N] nelo,N]’
Exercice 19.7 Exercice 19.8
Soit n > 2. On considere On note E — %0([0 1] ]R) ot
| Ra[X] — Ry[X] 1
PP s (X 2)P(X) — XP(X + 1), F::{feE ‘ / f(t)dt:O}.
0

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme. 1. Montrer que F est un espace vectoriel.

2. Déterminer le noyau de . 2. Déterminer un supplémentaire de F dans E.

Exercice 19.9
Soit E un K-espace vectoriel. Déterminer |'ensemble

C(E) = {u € L(E) ’ Vv eL(E), uov=vo u}.
On pourra admettre que tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire.

Exercice 19.10

e Soient a, b € R.
e On note F = {gp € <‘6°‘°([a, b],]R) ’ v(a) = p(b) = O}.

b
e On pose, pour f € %0([3, b],R) etp€F,(fly) ::/ f(t)e(t)dt.
Soit u € ?50([3, b],R) telle que

b
Vg € F, / u()p(t) dt = 0.

1. Montrer que Ker((]l[a,b] | >> C Ker(<u| ))
2. En déduire qu'il existe A € R tel que

Vo € F, /ab u(t)p(t) dt = )\/abgo(t)dt.
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