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Colle 21 • INDICATIONS

Dérivation

Exercice 21.1
Soient a, b ∈ R tels que a < b.
Soit f : [a, b] −→ R∗

+ dérivable.
Montrer que

∃c ∈ ]a, b[ : f (b)
f (a) = e(b−a) f ′(c)

f (c) .

indication
On peut appliquer le théorème des accroissements finis à ln ◦f .

Exercice 21.2
Soit f : R+ −→ R∗

+ dérivable. Soit ℓ ∈ R.
Montrer que

f ′(x)
f (x) −−−−→

x→+∞
ℓ =⇒ f (x + 1)

f (x) −−−−→
x→+∞

eℓ.

indication
On pourra considérer g : x 7−→ ln

(
f (x)

)
et utiliser le théorème des accroissements finis.

Exercice 21.3
Soient f , g : R −→ R dérivables. Soit x0 ∈ R.
On suppose que

∀x ∈ [a, b], g ′(x) ̸= 0.

1. Soit x > x0. Montrer que

∃c ∈ ]x , x0[ : f (x) − f (x0)
g(x) − g(x0)

= f ′(c)
g ′(c)

.

2. Soit ℓ ∈ R. Montrer que

f ′(x)
g ′(x) −−−→

x→x0
ℓ =⇒ f (x) − f (x0)

g(x) − g(x0)
−−−→
x→x0

ℓ.
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indication
1. ♦ On vérifiera d’abord que g(a) ̸= g(b) pour justifier le sens de l’expression proposée.

♦ On appliquera le théorème de Rolle à une fonction h bien choisie, construite à l’aide de f
et g .

2. On remarquera que le c précédemment construit dépend de x . Lorsque x tend vers x0, c aussi.

Exercice 21.4
Soit h > 0. Soit f : [−h, h] −→ R de classe C5. Montrer que

∃c ∈ ]−h, h[ : f (h) − f (−h) = h
3

(
f ′(−h) + 4f ′(0) + f ′(h)

)
− h5

90 f (5)(c).

indication
En notant A ∈ R définit par la même équation que f (5)(c) et

φ : x 7−→ f (x) − f (−x) − x
3

(
f ′(−x) + 4f ′(0) + f ′(x)

)
+ x5

90A,

on applique le théorème de Rolle à φ, φ′ et φ′′ de façon à obtenir A en fonction de φ(3) et donc
de f (4). On conclut par le théorème des accroissements finis.

Exercice 21.5
On considère la suite (un)n∈N définie par

u0 = 0

∀n ∈ N, un+1 = 1
3(4 − un

2).

Montrer que (un)n∈N converge et déterminer sa limite.

indication
On note f : x 7−→ 1

3(4 − x2).

♦ Rechercher les points fixes de f , un intervalle stable de f au regard de u0 et garder le point
fixe ℓ de cet intervalle stable.

♦ À l’aide de l’inégalité des accroissements finis, montrer que

∀n ∈ N, |un+1 − ℓ| ⩽ k|un − ℓ|

où k ∈ ]0, 1[ et en déduire la convergence de (un)n vers ℓ.

résultat

L’intervalle
[
0,

4
3

]
est stable par f . On a un −→ 1.
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Exercice 21.6
On considère la suite (un)n∈N définie par

u0 = 1

∀n ∈ N, un+1 = 1
1 + un

.

Montrer que (un)n∈N converge et déterminer sa limite.

indication
On note f : x 7−→ 1

1 + x .

♦ Rechercher les points fixes de f , un intervalle stable de f au regard de u0 et garder le point
fixe ℓ de cet intervalle stable.

♦ À l’aide de l’inégalité des accroissements finis, montrer que

∀n ∈ N, |un+1 − ℓ| ⩽ k|un − ℓ|

où k ∈ ]0, 1[ et en déduire la convergence de (un)n vers ℓ.

résultat

L’intervalle
[1
2 , 1

]
est stable par f . On a un −→ −1 +

√
5

2 .

Exercice 21.7
Soient a, b ∈ R tels que a < b.
Soit f : [a, b] −→ R de classe C1 telle que

∀x ∈ [a, b], f ′(x) > 0.

Montrer que
∃(α, β) ∈ R∗

+ × R : ∀x ∈ [a, b], f (x) ⩾ αx + β.

indication
La fonction f ′ étant de classe C1 sur le segment [a, b], elle est bornée et atteint ses bornes. On
utilise après le théorème des accroissements finis.

Exercice 21.8
Soit f : R −→ R une fonction dérivable.
Soit ℓ ∈ R tel que 

f (x) −−−−→
x→−∞

ℓ

f (x) −−−−→
x→+∞

ℓ.

Montrer que
∃c ∈ R : f ′(c) = 0.
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indication
Si f n’est pas identiquement nulle, considérer x0 ∈ R tel que f (x0) > 0. On pourra appliquer la

définition de limite avec ε = f (x0)
2 < f (x0) et en déduire, par le théorème des valeurs intermédiaires,

qu’il existe a < x0 et b > x0 tels que f (a) = f (b).

Exercice 21.9
Soient a, b ∈ R tels que a < b.
Soit f : [a, b] −→ R une fonction de classe C2 telle quef (a) = f (b) = 0

f ′(a) = f ′(b) = 0.

Montrer que
∃c ∈ ]a, b[ : f (c) = f ′′(c).

indication
On pourra considérer les fonctions x 7−→ e−x f (x), x 7−→ e−x f ′(x) et utiliser le théorème de Rolle.
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