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Colle 23 o INDICATIONS
Développements limités, Dénombrement, E.D.L. 1

Exercice 23.1
7 coth (ﬂ\/g) 1
2y 2

Déterminer lim
e—0
On fera un développement limité a I'ordre 3 de cosh(x) et sinh(x) en 0.

7 coth (77 \/§> 1 72

lim ————=—+ —.

e=0 2\/e T2 6

Exercice 23.2
Soit p €]0,1[. Soit t € R.

it
Be|;
n

Déterminer |lim — .
n——00 1 _ (1 _ E>e|;
n

On fera un développement limité des exponentielles.

it

e P
1—(1-2)en it

n

Exercice 23.3
Soit n € N. Donner le développement limité de arcsin(-) en 0 a I'ordre 2n + 2.

1
Donner le développement limité en 0 a I'ordre 2n + 1 de x —» ——— puis intégrer.
V1—x2
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Exercice 23.4
Soit n € N*. Soient xg, ..., x, € [0, 1].
Montrer que

i#

3(i,J) € [0, : 1
X — x| < o

1
En écrivant [0,1] comme union disjointe de n intervalles de longueur =, le principe des tiroirs
n

permet d'affirmer que deux éléments se trouvent dans le méme intervalle.

Exercice 23.5

Soit E un ensemble fini.
Combien de couples (A, B) € 2(E)? tels que A C B peut-on former ?

On pourra commencer par compter de tels couples a |B| fixé. On sommera ensuite.

On peut en former 3/E.

Exercice 23.6

Soient m,n, p € N.
Calculer, en justifiant a |'aide d'arguments combinatoires, la somme

@6

P (n m _(n4+m
S0
Exercice 23.7

Soit n € N* tel que n > 2. Combien d'applications f : [1,n] — [1, n] telles que (1) = f(2)
peut-on construire ?
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On peut calculer le cardinal de {f : [1,n] — [1, n] f(1) = f(2)} ou de son complémentaire
{f : [1,n] — [1,n] f(1) # f(2)}, en comptant, pour chaque f(k) le nombre de choix

possibles.

{Filtal —[Lal | f) =@} =

Exercice 23.8
Soit n € N. Soient A, B € M,(K). Montrer que

VkeN, (A+B)<= > f(1)---f(k)
feF([1,k],{A.B})

On raisonnera par récurrence sur k. On pourra utiliser que ‘97([[1, k], {A, B})‘ =2k,

Exercice 23.9

Résoudre, sur ]0, +oc],
1
y' — (2x—>y: 1.
X
R, — R
1 1 o 1 AER.
X — —— 4+ A—exp(x?)
2x X
Exercice 23.10
Soit k € N. Résoudre
y/ —y= xkeX.
R — R
xk+1 « 1 AeER
(k 1 + )\)e

Exercice 23.11
Résoudre le probleme de Cauchy
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t— %(t2 + 1) + 5arctan(t)(t* + 1).

Exercice 23.12
On considére I'équation différentielle

xy +2y = ——0.
y + 2y 11 x2
1. Résoudre cette équation sur R* et R”.

2. Cette équation admet-elle des solutions sur R ?

1.
R, — R
| x o A xzactnlg AR
X X
R* — R
S =]k Mg xmacant) o pERp
X X

2. Sur R, I'équation admet une unique solution :

x —arctan(x) |
x>—>{ — e si. x#0

0 si x=0

Exercice 23.13

Soit a € C \iZ. Soit f une fonction continue sur R, a valeurs complexes, 27-périodique.
On désigne par g une solution de I'équation différentielle

y' +ay="f.

1. Montrer que
g est 2m-périodique <  g(27) = g(0).

2. En déduire que I'équation différentielle considérée admet une unique solution 27-périodique.

1. On montrera que les fonctions g et g(-+27) sont égales en montrant qu'’elles vérifient le méme
probléme de Cauchy.

2. Pour l'existence, on commencera par établir la formule générale de la solution g.
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