
Lycée Chateaubriand William GREGORY
MPSI 3 • 2024 – 2025

Colle 23
Développements limités, Dénombrement, E.D.L. 1

▶ Après votre colle, il vous est demandé de reprendre les exercices
traités et de les rédiger sur feuille. Ce travail est à déposer dans
la boîte en B013 avant vendredi midi.

▶ Vous trouverez le sujet et des indications sur la page ci-contre.

Développements limités

Exercice 23.1

Déterminer lim
ε→0

π coth
(
π

√
ε
)

2
√

ε
− 1

2ε
.

Exercice 23.2
Soit p ∈ ]0, 1[. Soit t ∈ R.

Déterminer lim
n→+∞

p
n ei t

n

1 −
(
1 − p

n

)
ei t

n
.

Exercice 23.3
Soit n ∈ N. Donner le développement limité de arcsin(·) en 0 à l’ordre 2n + 2.

Dénombrement

Exercice 23.4
Soit n ∈ N∗. Soient x0, ... , xn ∈ [0, 1].
Montrer que

∃(i , j) ∈ J0, nK2 :


i ̸= j

|xi − xj | ⩽
1
n

.

Exercice 23.5
Soit E un ensemble fini.
Combien de couples (A, B) ∈ P(E )2 tels que
A ⊂ B peut-on former ?

Exercice 23.6
Soient m, n, p ∈ N.
Calculer, en justifiant à l’aide d’arguments com-
binatoires, la somme

p∑
k=0

(
n
k

)(
m

p − k

)
.

Exercice 23.7
Soit n ∈ N∗ tel que n ⩾ 2. Combien d’ap-
plications f : J1, nK −→ J1, nK telles que
f (1) = f (2) peut-on construire ?
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Exercice 23.8
Soit n ∈ N. Soient A, B ∈ Mn(K). Montrer que

∀k ∈ N∗, (A + B)k =
∑

f ∈F(J1,kK,{A,B})
f (1) · · · f (k).

Équations différentielles d’ordre 1

Exercice 23.9
Résoudre, sur ]0, +∞[,

y ′ −
(

2x − 1
x

)
y = 1.

Exercice 23.10
Soit k ∈ N. Résoudre

y ′ − y = x kex .

Exercice 23.11
Résoudre le problème de Cauchy(1 + t2)y ′ = 2ty + 5(1 + t2)

y(1) = π

2 .

Exercice 23.12
On considère l’équation différentielle

xy ′ + 2y = x
1 + x2 .

1. Résoudre cette équation sur R∗
+ et R∗

−.
2. Cette équation admet-elle des solutions sur

R ?

Exercice 23.13
Soit α ∈ C∖ iZ. Soit f une fonction continue sur R, à valeurs complexes, 2π-périodique.
On désigne par g une solution de l’équation différentielle

y ′ + αy = f .

1. Montrer que
g est 2π-périodique ⇐⇒ g(2π) = g(0).

2. En déduire que l’équation différentielle considérée admet une unique solution 2π-périodique.
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