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Exercice 25.1

1. Déterminer a, b € R tels que la série
Z(In(n) +aln(n+1) + bin(n + 2))
n>1
converge.

2. Calculer dans ce cas sa somme.

1. Utiliser les propriétés du logarithme pour établir I'existence de «, 3 € R tels que

B

In(n)+a|n(n+1)+b|n(n+2):aln(n)+;+(9

2. Procéder par télescopage ou changement d'indice.

1. In(n) + aln(n+ 1)+ bin(n+2) = (14 a-+ b)In(n) + 22
et b=1.
2. +f(ln(n) +aln(n+1)+ bin(n+2)) = —In(2).

Exercice 25.2

Soit (a,), une suite de réels positifs.
On considére les assertions suivantes :

(i) > a, converge;
n
(i) D \/@nans1 converge.

1. Aton (i) = (ii)?
2. At-on (i) = (i)?

(=)

1
+ (9(2) d'ot a= -2
n
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X+y
5

2. C'est faux. On peut par exemple considérer une série dont tous les termes d'ordre impair sont
nuls.

1. Penser a I'inégalité arithmético-géométrique /xy <

Exercice 25.3

Justifier |'existence et calculer
+oo 3

lim > 2.
a—+o00 =1 32 —+ n2

Procéder par comparaison série-intégrale pour établir une formule du type

n+1 N N a
N inN* 2 4
YN inN*, /1 32+X2 /0 oy dx

. d T
[im E —F = .
a—oo s a2 4+ n? 2

Exercice 25.4

Montrer que
=1 1

~J .
o oy —
N a-slta—1

Procéder par comparaison série intégrale avec la fonction x — —-
X

Exercice 25.5

n
Déterminer un équivalent de Z \/_

Utiliser une comparaison série intégrale avec la fonction x —

7

1

;ﬁN2\/ﬁ'
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Exercice 25.6
"1
Pour n € N*, on pose H, == > —.
i

Montrer que
1
H, = In(n)—i—’y—i—@( )

n
4 Utiliser le théoréme des accroissements finis sur le segment [x, x + 1] pour montrer que
Wx <0, —— <In(x+1)—In(x) < >
X I n{x — In{x —-
Tox+1 %
4 Utiliser une comparaison série intégrale pour montrer que H, ~ In(n).

¢ En posant u, :=H, —In(n), montrer que (u,), est bornée et monotone, en exploitant ce qui
précéde, puis en déduire que

FIyeR: Hp=In(n)+~+¢(1).
k+1 1
¢ Pour k € N, on pose aj ::/ ?dt. Pour n € N*, on pose v, .= H, — In(n) — .
k

1 1 k+1 1 n1
¢ Utiliser que H, = — + Hp—1, — = / ;dt et In(n) = / ?dt pour montrer que
n k 1

k
1 X
Vp = — — Z ag.
k=n
1
O Montrer que 0 < a; < m puis que 0 < v, < o
Exercice 25.7
Soit p € N*.
1
Montrer que Z —— converge et calculer sa somme.
= (pn)!
+o00 (tZ)n
1e 7 .7 _ .tz
¢ L'inégalité de Taylor-Lagrange permet de montrer que Z - =e‘pourte RetzeC.
n:
n=0

¢ Utiliser les racines p-iemes de I'unité.

to q 1 p—1

> ==Y exp(w*) avec w = er.
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Exercice 25.8

1 +o00o 1 7.(.2
On admet que E — converge et que E - ==
n>1 n n=1 n 6

L 1
Montrer que la série Z 5

— 7, converge et calculer sa somme.
n>1 n (n + 1)

Pour la convergence, un équivalent suffit. Pour le calcul, on commencera par décomposer en élé-

H 1 7 .. ]- 1
ments simples et on pourra s’aider de la décomposition —— = — —

n(n+1) n n+1

Jio 1 _7T2 3
“—nlp+1)2 3 '

Exercice 25.9
Soit a € R. Soit f : [0,1] — R continue, telle que f(0) # 0.

1
; f
1. Montrer que/ f(t”)dtrv(no).
0
1 /3
— f(t")dt.
- [

2. En déduire la nature de la série >
n
n>1

1 1
1. On utilise I'inégalité triangulaire intégrale et le fait que t" € {0, n} lorsque t € [O, n} pour
montrer que

1
n f(0 1
/ fenyde— 1O < 1 7y - F(0)),
0 71l
o sup |f(t)— f(0)] —> O par continuité.
tefo.]
2. On utilise les équivalents.

1 1

> /n f(t")dt converge <= a >0.

n>1 n* Jo
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G ([ -WIRI] Suite décroissante sommable.

Soit (Un)nen € (Ry)Y une suite décroissante.

1. On suppose que Z u, converge.

(a) Montrer que

(b) En déduire que

1

2.0 EN, v, = ————.
n pose, pour n Vn = T

Montrer que
Z v, converge «—» Z u, diverge.

n
1. (a) Distinguer deux cas suivant la parité de n et minorer Z uy par le plus petit terme

k=|n/2]+1
(utiliser la décroissance de (up),) que I'on multiplie par le nombre de termes.

(b) Par encadrement en utilisant la question précédente.

, 1
2. Raisonner par contraposée et montrer que — = ¢(v,).
n
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