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Colle 30 « INDICATIONS
Espaces préhilbertiens réels

Exercice 30.1
Soit n € N.
On se place dans M,(IR) muni de sa structure euclidienne canonique, et on considéere

G = Vect{l,}.

1. Déterminer G .

2. Soit A € M,(R). Déterminer le projeté orthogonal de A sur G, noté pg.(A).

2. Déterminer le projeté sur G puis relier la projection sur G 3 la projection sur G*.

1. G+ = Ker(Tr).

2. per(A) = A TTA)

L.

Exercice 30.2
Soit n € N*.
Soit A = (aj )1<ij<n € My(R) telle que

A2 = AT = A.

Montrer que

> laijl < ny/re(A).

1<iyj<n

4 Puisque A est la matrice d'un projecteur, Tr(A) = rg(A).

¢ Utiliser ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans M,(R) muni du produit scalaire cano-

nique, avec la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 et la matrice (’a"’f‘)1<u<n'
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Exercice 30.3
Soit n € N*. Soit A = (a;)1<ij<n € M,(R). Calculer

AA:”M{ z:(%J—”%D2?(muh@KnGSAR%“

1<ij<n

A+ AT
Le projeté orthogonal de A sur Sp(R) est +2 .
1
A = 2 (ai,J aj 1)2
1<ij<n

Exercice 304

Calculer

Travailler dans Ry[X] muni de

1
(15 (P.@)— [ PG dt

pour comprendre que

m= inf I = (@X+ D) = (d0C.Rafx))

Déterminer a, b de sorte que
X2 — (aX + b) € Ry[X]*.

2_ 1
180

1
X2 —X+4 =2

m—|
6

Exercice 30.5
Soit n € N*. Soit A € M,(R). Montrer que

[VX € M,1(R), XTAX = O} <= A est antisymétrique.

Lycée Chateaubriand 2 Mathématiques e INDICATIONS Colle 30
MPSI 3 e 2024 — 2025 William GREGORY



¢ Montrer que
VX, Y € Mp1(R), XTAY =0] <<= A=0,.

¢ Pour le sens (<=), transposer.
¢ Pour le sens (=), calculer (X + Y)TA(X + Y) et utiliser ce qui précéde.

Exercice 30.6

Soit (E, (| >) un espace euclidien. Soient H; et H, deux hyperplans distincts dont on note e; et
e, les vecteurs unitaires orthogonaux.

On note sy (resp. sp) la symétrie orthogonale par rapport a Hy (resp. Hs).

1. Exprimer, pour x € E, s1(x) et sy(x) en fonction de x, (x| e;) et (x|e).
2. Soit x € E. Montrer que

(so)(x)=x <= x€H NH,.

w

. Montrer que la somme H;* + Hyt est directe.

4. Montrer que
Vx € HlL + HQJ', (51 o Sz)(X) € H1J_ + HZJ'.

Utiliser que py + py1 = Id et s = 2p — Id.
Obtenir (s1 052)(x) = x — 2(s2(x) | €1) — 2 (x| &) e et utiliser la liberté de (e1, e).
Montrer que Hi ™ N Hot = {0g}.

P b=

Ecrire x = M\e1 + \oes et utiliser I'expression de (s1 0s2)(x) précédente.

1. si(x) =x—2(x|e) e et 5(x) =x — 2 (x| &) &

Exercice 30.7

Soit (E, (| >) un espace préhilbertien réel. Soit p un projecteur de E.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i)  p est un projecteur orthogonal ;

(
(i) Vx,y €E, p(X) y> <X\p ) ;
(i) VxeE, (x|p

(iv) Vx € E, Hp H < ||x||

On note F := Im(p).
¢ () = (i) :y=ply)+y —py).
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¢ (ii)) = (i) : montrer que y € Im(p) est orthogonal a x € Ker(p).

¢ (i) = (i) : x = x — p(x) + p(x).

¢ (ii) = (i) : développer {p(x + ty) | x + ty) ol x € Ker(p) et y € Im(p).
¢ (i) = (iv) : utiliser le théoreme de Pythagore.

¢ (iv) = (i) : utiliser I'inégalité

p(y + t)]|* < lly + tx||?

avec x € Ker(p) et y € Im(p) pour montrer que (x|y) = 0.

G (- K1K:] Suites de carré sommable.

On considére
(% = {(u,,),,eN € RN ‘ > A converge} :
n
On définit sur ¢? x ¢ |'application suivante :

+oo

<' | > : ((un)neNa (Vn)neN> — Z UnpVy.
n=0
1. Montrer que (62, (- )) est un espace préhilbertien réel.

2. On considere
F = {(u,,),,eN ’ dpeN: Vn>p, u,= 0}.

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de (2, différent de ¢2.
(b) Montrer que F # (FL)L.

1. Il faut montrer que ¢? est un sous-espace vectoriel de RY, puis montrer que (-]-) définit bien
un produit scalaire.

L'inégalité suivante sera utile :

x2 +y2

2

Vx,y €R, |xy| <

2. (b) Calculer le produit scalaire entre une suite de FLoet (0,...,0,1,0,...,0,...) € F pour
décrire F et en déduire (FL)L.
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