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Colle 30

Espaces préhilbertiens réels

» Apres votre colle, il vous est demandé de reprendre les exercices
traités et de les rédiger sur feuille. Ce travail est a déposer dans
la boite en B013 avant mardi prochain.

» Vous trouverez le sujet et des indications sur la page ci-contre.

» Bonnes vacances, et bonne continuation !

Exercice 30.1 Exercice 30.2
Soit n € N. Soit n € N*.
On se place dans M,(R) muni de sa structure Soit A = (ai)1<ij<n € Mu(R) telle que
euclidienne canonique, et on considere
A=A = A
G = Vect{l,}.

Montrer que
1. Déterminer G*.
2. Soit A € M,(R). Déterminer le projeté or- > laijl < ny/re(A).

thogonal de A sur G, noté ps.(A). Lshysn

Exercice 30.3
Soit n € N*. Soit A = (a;)1<ij<n € Mu(R). Calculer

)\A = mf{ Z (a,-J- — m,-J)Z ) (m,"j)lg,',jgn € Sn(R)} .

1<ij<n

Exercice 304

Calculer . ,
m=inf (t2 — (at + b)) dt.
0

(a,b)€R?

Exercice 30.5
Soit n € N*. Soit A € M,(R). Montrer que

{VX € M,1(R), XTAX = O} <= A est antisymétrique.
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https://wgregory-maths.github.io/docs_sup/24-25_docs_sup.html#colles_mai_juin

Exercice 30.6

Soit (E, (- >> un espace euclidien. Soient H; et H, deux hyperplans distincts dont on note e; et
e les vecteurs unitaires orthogonaux.
On note s; (resp. sp) la symétrie orthogonale par rapport a Hy (resp. Hs).

1. Exprimer, pour x € E, s1(x) et sy(x) en fonction de x, (x| e;) et (x|e).
2. Soit x € E. Montrer que

(siosy)(x) =x <= x€HNH..

3. Montrer que la somme H; = + Hp ' est directe.

4. Montrer que
Vx € Hit + Hot, (s1050)(x) € Hit 4 Hot.

Exercice 30.7

Soit (E, (| >> un espace préhilbertien réel. Soit p un projecteur de E.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) p est un projecteur orthogonal ;

(
(i) Vx,y €E, p(X) y> <X\p ) ;
(i) Vx € E, <

(iv) Vx € E, Hp H < ||x||

DCE ([ XK1K:] Suites de carré sommable.

On considére

% = {(un)neN € RN | > un|? converge}.
n
On définit sur ¢2 x (2 'application suivante :
+o00o

<' ‘ > : ((Un)neN, (Vn)neN) — Z UupVp.

n=0

1. Montrer que (62, (| )) est un espace préhilbertien réel.
2. On considere
F = {(un)neN ’ dpeN: Vn=p, u,= 0}.
(@) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de ¢2, différent de ¢2.
(b) Montrer que F # (FL)L.
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