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Colle 24 o INDICATIONS
Probabilités

Exercice 24.1
On lance un dé parfait a 5 faces un grand nombre de fois.

Pour n € N*, on note p, la probabilité que la somme des résultats obtenus lors des n premiers
lancers soit paire.

Exprimer, pour n € N*, la quantité p,.

¢ Calculer p;.
¢ Exprimer, pour n € N*, p,.1 en fonction de p,,.
O Poser A, I'événement « avoir une somme paire au n-iéme lancer ».
O Utiliser la formule des probabilités totales dans le S.C.E. (A,, A,) pour calculer P(A,;1).

4 Reconnaitre que la suite (p,), est arithmético-géométrique et en déterminer son terme gé-
néral.

Exercice 24.2

Soit n € N*. Soient Ay, ..., A, des événements mutuellement indépendants. On note B |'événement
« aucun des Ay n'est réalisé ».

Montrer que : P(B) < exp(— > IP’(Ak)>.
k=1

Ona, pourxeR, 1 —x<e ™
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Exercice 24.3
On dispose de 120 piéces dont 40 sont pipées.

2
Pour chaque piéce pipée, la probabilité d'obtenir FACE est de 3

1. On tire une piece au hasard parmi les 120. On lance cette piéce et on obtient FACE.
Quelle est la probabilité que cette piéce soit pipée?

2. Soit n € N*. On tire une piece au hasard parmi les 120.
On lance cette piece n fois et on obtient n fois FACE.

(a) Quelle est la probabilité p, que cette piece soit pipée ?
(b) Déterminer lim p,. Interpréter le résultat.
n—--00

On note les événements :
F : «obtenir FACE» et T : «la piéce est truquée ».

1. Utiliser la formule de Bayes pour calculer Pr(T). Pour calculer P(F), utiliser la formule des
probabilités totales.

2. On note de plus, pour n € N*, F, : « obtenir FACE n fois ».
IP)T('En)]P)( T)

(a) Utiliser la formule de Bayes : p, = Pg,(T) = —
Pr(Fn)P(T) + P(F)P(T)

G [1-WL¥: ] Formule du crible de Poincaré.

Soit n € N*. Soient Ay, ..., A, € P(Q) des événements.
Montrer que :

P(;gl A,-) = kzijl(—nk+1 Jc%:,n]] P (Q A,-) .

=k

Raisonner par récurrence. Il s’agit de généraliser la formule « P(AU B) = P(A)+P(B)—P(AN B) ».
On peut essayer pour n = 3 et n = 4 pour comprendre.
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Exercice 24.5

Chaine de Markov a deux états.

On considére deux états A et B et une particule se déplacant entre ces deux états.

On note :

¢ A, I'événement « la particule est en A a la n-iéme étape » ;

¢ B, I'événement « la particule est en B a la n-iéme étape ».

A I'instant initial (n = 0), la particule est en A.
On note p, g € ]0,1] tels que :

¢ la probabilité de passer de A a B soit égale a p;

¢ la probabilité de passer de B a A soit égale a q.
1. Soit n € N. Déterminer Pa,(B,11), Pg,(Bns1), Ps,(Ani1) et Pa,(Ani1).

2. Soit n € N,

(a) Déterminer P(A,11) en fonction de P(A,).

(b) En déduire une expression de P(A,) en fonction de n.

3. Déterminer, pour n € N, la probabilité P(B,,).

4. On suppose que ‘1 —(p+ q)’ < 1.

Calculer les limites des suites (P(An))n et (IP’(B,,)) .

N =

n

. (@) Utiliser la formule des probabilités totales.

. Utiliser les définitions de p et q et le fait que (Ap+1,Bpt1) forme un S.C.E.

(b) En notant a, := P(A,), déterminer le terme général de (a,), dont on a une relation de
récurrence.

3. OnaP(A,)+P(B,) =1.

1. ]P)An(Bn-i-l) =p, PBH(Bn—I—l) =1-—gq, IP>Bn(An+1) =gqet PAn(AnH) =1-=p
2. (a) P(A,1)=(1—p—q)P(A,)+q.
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b) P(A,) = q + P 1—p—qg)".
(6) B~ P pa)
3.PB)=-F — P 1_p_qr
( ) p+tq p+ q( )
4. P(A,) — — I etp(B,) — P
p+q p+q
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Exercice 24.6

Soit n € N*. Une classe de n éleves organise un Noél canadien : chaque éléve apporte un cadeau
emballé et indistinguable des autres.

1. Déterminer la probabilité p, qu'au moins un éléve recoive le cadeau qu'il a apporté.

1
2. Montrer que p, — 1 — —.
e

1. La « formule du crible » peut servir :

P(O A,-) = Zn:(—l)k“ > P(ﬂ A,-).
i=1 k=1 J‘S{[izﬂ icJ

Le calcul de P (ﬂ A,-) peut se faire avec la formule des probabilités composées ou, de maniére
iel
plus formelle, en travaillant dans S, (ensemble des bijections de [1, n] dans [1, n])).

2. Utiliser les formules de Taylor.

D C (A [-WIWA Indicatrice d’Euler.

Soit n € N tel que n > 2. On note py, ..., p, les diviseurs premiers de n.
On choisit de maniére équiprobable un entier k € [1, n].
On note les événements :

¢ pour me [1,n], A, : « mdivise k »;
¢ B : « k est premier avec n ».
1. Soit m un diviseur de n. Calculer P(A,,).
2. Calculer P(B).
3. Application.
On note ¢(n) := Card {j € [1,n] ’ JANn= 1}. Montrer que

@(n):nxg<1—1>.

Pi

1. Calculer Card(A,;) en comptant les multiples de m inférieurs ou égaux a n.
2. ¢ Exprimer B en fonction des Ap, .
4 Montrer que les A,, sont mutuellement indépendants.
¢ Ecrire correctement la définition et calculer séparément chaque terme de I'égalité 3
vérifier.

¢ Pour I'un des termes, utiliser le caractére premier entre eux des p;, .
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O Par exemple, le résultat

alc
b|c = ab|c
aNb=1
pourra servir.
3. Remarquer que Card(B) = ¢(n).
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