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Exercice 25.1

1 +00 1 ’/T2
On admet que Z — converge et que Z - = e
n n

n>1 n=1

, . 1
Montrer que la série converge et calculer sa somme.
2 2

n>1 n (n+ 1)

Pour la convergence, un équivalent suffit. Pour le calcul, on commencera par décomposer en élé-
1

1 1 7 g 1 1
ments simples et on pourra s'aider de la décomposition —— = — —
n(n+1) n

SN
—n(n+1)2 3 '

Exercice 25.2

- 1
Montrer que la série E In(l — 2) converge et calculer sa somme.
n
n>2

Remarquer que

In(l - n12> = (In(n+1) — In(n)) — (In(n) — In(n — 1))

et utiliser les résultats sur les séries télescopiques.

Jrzjjoln<1 — nl2> = —1In(2).

Exercice 25.3

Montrer que, pour tout x € |—1, 1], la série Z nx" converge, et calculer sa somme.

n
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n
On peut dériver l'identité « Z xk =
k=0

Exercice 254

1— Xn+1

1—x

», puis passer a la limite lorsque n — +4o00.

Soit (un)nen une suite réelle strictement positive telle que > In(u,) converge.
n

Lesquelles des séries ci-dessous convergent ?

Sup o Y ey
n n

Up

E , Z(Un—H - Un)-

n

» Utiliser une condition nécessaire de convergence.
» Majorer a partir d’un certain rang le terme général et conclure par comparaison.

» Déterminer un équivalent.
» C'est une série télescopique :
associée.

Exercice 25.5

on connait sa nature lorsque I'on connait la nature de la suite

Soient (un)n, (Va)n € CN telles que > |u,|* et > |v,|* convergent.
n n

Montrer que Z u,Vv, converge.
n

jal” + |6

Utiliser I'inégalité « |ab| < 5

séries a termes positifs.

Exercice 25.6

; ) 1
Déterminer la nature de la série ) .
= (In n)inn

Mont 1 0( )
ontrer que —m—— = — |-
q (|n n)lnn n2

- converge.

» (a savoir démontrer), et conclure par comparaison pour les
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Exercice 25.7

"1
On note, pour n € N*, H,, := Z o

k=1
, . 1
Déterminer la nature de Z —
=1 n H,

¢ Procéder par comparaison série intégrale pour montrer que H,, ~ In(n).

1
¢ Procéder par comparaison série intégrale pour déterminer la nature de Z .
5 n In(n)
¢ Conclure par critére de comparaison pour les séries a termes positifs.
L 1
La série Y~ —— converge.
n>1 n
Exercice 25.8
n
Déterminer un équivalent de Z \/_
Utiliser une comparaison série intégrale avec la fonction x — 7
X
no1 2\/_
—~ n.
k=1 vk
Exercice 25.9
Soit o > 1.
“+oo
Déterminer un équivalent de Z —
k=n
Procéder par comparaison série intégrale avec la fonction x — —.
X
=1 1
= n*  (a—1)n®
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Exercice 25.10
1. Soit t € R. Soit z € C.

tn n tnzn

Montrer que Z —— converge et Z —— =e",

2. (a) Ecrire e, & et ¢ en fonction des sommes

=1 ™= 1 = 1
— et —_—.
,122:0(3n)! §(3n+1)! ,;(3n+2)!
+o0 1
(b) En déduire la somme ,;) Gl
+00 1
3. Proposer une méthode pour calculer, pour p € N*, la somme Z (o)1
n=0 pnj:

1. Utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange.
2. Utiliser les propriétés de j comme racine 3-iéme de I'unité.

3. Utiliser les racines p-iemes de I'unité et ce qui précéde.

e | ete e et 2COS(I)

EO (3n)! 3 B 3
D C (A [-WIRRE Transformation d’Abel.

Soient (£,)nen € RY. Soit (Va)new € CV. On pose, pour n € N, V,, =Y v
k_

1. Montrer que :
n—1

VHGN*, ZE/(V/( Z 5k—5k+1)Vk—|—ann.
k=0

2. On suppose que (£,)nen est une suite décroissante de limite nulle et que (V,),cn est bornée.

Montrer que Zenvn converge.
n

3. Soit a > 0. Soit # € R\ (27Z).
ein9
(a) Montrer que la série Z o converge.

9) sin(nQ)-

nOé

(b) En déduire la nature des séries Z d

et D

n

1. Exprimer vk en fonction de V) et V_; et faire un changement d'indice.

2. Utiliser la transformation d'Abel pour exprimer le terme général de la suite des sommes partielles.
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Vérifier la convergence de chaque terme 3 I'aide des hypotheéses.

3. (a) Vérifier les hypotheses du théoreme d'Abel avec deux suites judicieusement choisies.
(b) Revenir aux parties réelles et imaginaires.
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