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Colle 3 o INDICATIONS
Techniques algébriques

Exercice 3.1
Soit n € N. Calculer la somme :

()

Calculer Z k(™) et Z k(k —1) ™). On pourra s'aider de la fonction x — (1 4 x)" et de ses
par S k=0 k
dérivées en 1.

kzn% K2 (Z) = n(n+1)2"2.

Exercice 3.2
Soit n € N*. Déterminer u, € R tel que :

i-1)(-(n-1) :un<2n>_

n! n

Développer le numérateur, faire apparaitre les quantités (2n)!, n! et factoriser par une puissance de
2.

N =

(3-1)-(G-(-1) (-1 )(n)

n! 22"+2(n—% 2n)"
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Exercice 3.3
Soit n € N*. Soient x1, ..., x, € R.

n 2
1. Ecrire (Z xk> en fonction de

k=1
n
Z Xk2 et Z Xk Xp.
k=1 (kO)€lL,n)?
k<t
2. On suppose que :

Vk,l e [1,n],
Quelle inégalité peut-on en déduire?

X Xp = 0.

1. Voir ce qu'il se passe dans le cas n = 2 et raisonner par récurrence.

n 2 n
1. <Z Xk> = Z Xk2 + 2 Z Xk Xp.
k=1 k=1 (k,0)€[1,n]?
k<t
n 2
2. <Z Xk>
k=1

n
>3 X2
k=1

Exercice 3.4

n (_l)kfl
Soit n € N*. On pose S, ==Y ~——.
-k
1. Montrer que Sy, = Zn: L .
o htk
2. En admettant que
1 1
A kz::l 1+ In(2),
calculer :
nﬂToo SQ,, et lim S2n+1

1. Sommer sur les termes pairs et impairs, puis faire des décalages d’indices.

1
2n+1°

2. Ona Son+1 = Son +

2. nlI)TOO 52,7 = nll}lroo 52n+1 = |n(2)
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Exercice 3.5
Soit n € N*. Soient a, a1, ..., a, € R.

On définit la fonction P : x — Y ax*. Soit ¢ € R tel que P(c) = 0.

k=0
Montrer que

n—1
Jbo, bi, ... b ER: VX ER, P(x)=(x—c) ) bx*.
k=0

Pour x € R, P(x) = P(x)—P(c) = (x—¢) Z ... (formule a"—b" = ... ). Il faut ensuite intervertir

les deux symboles de sommation pour obtenir les coefficients bg, ..., byp_1.

Exercice 3.6
Soit n € N*. Calculer la somme :

i 1
S (k+O)Vk+kvk+1

Multiplier par la quantité conjuguée pour faire apparaitre une somme télescopique.

n 1 n 1 1 1
S e e e e

Exercice 3.7
Soit n € N. Montrer que le nombre

=37+ 1+ "

est un entier naturel pair.

A I'aide la formule du bindme de Newton, montrer que :

(1-vE)" + (14v2)" -2 ()
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Exercice 3.8
1. Soient x,y € R. Calculer :

2 2
<x2+xy+y2> <x2—xy—|—y2>.

2. Soit n € N*. Calculer la somme :
Z”: 4k
o 4kt +1

1. Développer I'expression donnée.

2. La premiére question permet d’écrire 4k*+1 comme un produit. Il faut ensuite écrire 4k comme
une différence entre les deux termes du produit. Enfin, il s'agit de reconnaitre, aprés une derniére
manipulation, une somme télescopique :

Z”: 4k _Z”:( 1 1 )
- 2 - 2 :
4kt +1 H\2k*—2k+1  2(k+1)2—2(k+1)+1

2 2 1
1. <X2+xy+y> <x2—xy—|—y> =x" 4+ 2yt

2 2 4
0 4k 1
2. Z A1 o921 opi1
o 4kt + 1 2n°+2n+1
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