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Colle 3 • INDICATIONS

Techniques algébriques

Exercice 3.1
Soit n ∈ N. Calculer la somme :

n∑
k=0

k2
(

n
k

)
.

indication

Calculer
n∑

k=0
k
(

n
k

)
et

n∑
k=0

k(k − 1)
(

n
k

)
. On pourra s’aider de la fonction x 7−→ (1 + x)n et de ses

dérivées en 1.

résultat
n∑

k=0
k2
(

n
k

)
= n(n + 1)2n−2.

Exercice 3.2
Soit n ∈ N∗. Déterminer un ∈ R tel que :

1
2

(
1
2 − 1

)
· · ·

(
1
2 − (n − 1)

)
n! = un

(
2n
n

)
.

indication
Développer le numérateur, faire apparaître les quantités (2n)!, n! et factoriser par une puissance de
2.

résultat
1
2

(
1
2 − 1

)
· · ·

(
1
2 − (n − 1)

)
n! = (−1)n−1

22n+2
(
n − 1

2

)( n
2n

)
.
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Exercice 3.3
Soit n ∈ N∗. Soient x1, ... , xn ∈ R.

1. Écrire
( n∑

k=1
xk

)2

en fonction de

n∑
k=1

xk
2 et

∑
(k,ℓ)∈J1,nK2

k<ℓ

xkxℓ.

2. On suppose que :
∀k , ℓ ∈ J1, nK, xkxℓ ⩾ 0.

Quelle inégalité peut-on en déduire ?

indication
1. Voir ce qu’il se passe dans le cas n = 2 et raisonner par récurrence.

résultat

1.
( n∑

k=1
xk

)2

=
n∑

k=1
xk

2 + 2
∑

(k,ℓ)∈J1,nK2

k<ℓ

xkxℓ.

2.
( n∑

k=1
xk

)2

⩾
n∑

k=1
xk

2.

Exercice 3.4

Soit n ∈ N∗. On pose Sn :=
n∑

k=1

(−1)k−1

k .

1. Montrer que S2n =
n∑

k=1

1
n + k .

2. En admettant que

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

1
1 + k

n
= ln(2),

calculer :
lim

n→+∞
S2n et lim

n→+∞
S2n+1.

indication
1. Sommer sur les termes pairs et impairs, puis faire des décalages d’indices.

2. On a S2n+1 = S2n + 1
2n + 1.

résultat
2. lim

n→+∞
S2n = lim

n→+∞
S2n+1 = ln(2).
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Exercice 3.5
Soit n ∈ N∗. Soient a0, a1, ... , an ∈ R.

On définit la fonction P : x 7−→
n∑

k=0
akx k . Soit c ∈ R tel que P(c) = 0.

Montrer que

∃b0, b1, ... , bn−1 ∈ R : ∀x ∈ R, P(x) = (x − c)
n−1∑
k=0

bkx k .

indication
Pour x ∈ R, P(x) = P(x)−P(c) = (x −c)

...∑
k=...

... (formule an −bn = ... ). Il faut ensuite intervertir

les deux symboles de sommation pour obtenir les coefficients b0, ..., bn−1.

Exercice 3.6
Soit n ∈ N∗. Calculer la somme :

n∑
k=1

1
(k + 1)

√
k + k

√
k + 1

.

indication
Multiplier par la quantité conjuguée pour faire apparaître une somme télescopique.

résultat
n∑

k=1

1
(k + 1)

√
k + k

√
k + 1

=
n∑

k=1

(
1√
k

− 1√
k + 1

)
= 1 − 1√

n + 1
.

Exercice 3.7
Soit n ∈ N. Montrer que le nombre (

1 −
√

2
)2n

+
(
1 +

√
2
)2n

est un entier naturel pair.

indication
À l’aide la formule du binôme de Newton, montrer que :(

1 −
√

2
)2n

+
(
1 +

√
2
)2n

= 2
n∑

ℓ=0

(
2n
2ℓ

)
2p.
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Exercice 3.8
1. Soient x , y ∈ R. Calculer : (

x2 + xy + y 2

2

)(
x2 − xy + y 2

2

)
.

2. Soit n ∈ N∗. Calculer la somme :
n∑

k=1

4k
4k4 + 1

.

indication
1. Développer l’expression donnée.
2. La première question permet d’écrire 4k4 +1 comme un produit. Il faut ensuite écrire 4k comme

une différence entre les deux termes du produit. Enfin, il s’agit de reconnaître, après une dernière
manipulation, une somme télescopique :

n∑
k=1

4k
4k4 + 1 =

n∑
k=1

( 1
2k2 − 2k + 1 − 1

2(k + 1)2 − 2(k + 1) + 1

)
.

résultat

1.
(

x2 + xy + y 2

2

)(
x2 − xy + y 2

2

)
= x4 + 1

4y 4.

2.
n∑

k=1

4k
4k4 + 1 = 1 − 1

2n2 + 2n + 1
.
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