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Exercice 5.1

Soit n € N. Soit t € R tel que e # 1.
Calculer la somme :

Z sin(kt + W).
k=1 4

n
Calculer Z cl(kt+3) — oiF Z ekt

k=1 k=1

Exercice 5.2

Soit z € C~ {1}.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur |z| pour que
1+z .
c iR.
1-=z

Ona,pourueC,u€eiR < o= —u.

Exercice 5.3

Soit n € N tel que n > 2.

Déterminer les solutions dans C de I'équation :
(z+1)"=(z-1)"

et montrer que ces solutions sont des nombres imaginaires purs.
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1 n 1 ikt
Pour z # 1, I'équation se réécrit (H> = 1 donc zt 1= e

) avec k € [0,n—1]. On

termine le calcul en factorisant par I'angle moitié.

n

1
L'ensemble des solutions est { —i————~ ; ke [1,n—1] ;.
tan(k”)

Soient x, y,z € R. On définit :
a=¢e", b=¢eY et c=e"’
Exprimer, en fonction de x, y et z le module et un argument du nombre complexe
c®+ ab
ab

Commencer par montrer que :

2
¢ +ab = 2cos<z— X+y>ei(zxy).

2 2
On distingue ensuite deux cas selon le signe de cos (z — X—2H/>
module un argument
dkeZ: —g+2kwéz—)(?/<72r+2kﬁ 2cos<z—Xj2Ly) z—X—;y
3
ke 72T+2k7r<z—x—;y < ;+2k7r —2cos<z—x—;y> 7r+z—X—;y

Exercice 5.5

Pour z € C . {2}, on pose

z+1
h(z) = —

Déterminer |'ensemble des nombres complexes z € C pour lesquels :

1. ’h(z)‘ =1,
2. Re(h(z)) = 0.

1
1. Droite d’équation x = 5

1 3
2. Cercle de centre (2,0) et de rayon 5 sans le point (2,0).
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Exercice 5.6
Soient a, b € C.

1. Montrer que
la—b* < (1+a*) (1 + [B]%).
2. Etudier le cas d'égalité.

1. L'inégalité triangulaire donne |a — b|? < |a|® + |b|? + 2|ab| et on utilise I'inégalité arithmético-
géométrique pour obtenir

2|ab| < 1+ |ab|?,

et conclure.

2. |l suffit d'avoir égalité dans les deux majorations faites ci-dessus.

. —1 .
a—bP<(14]a)(1+ b)) < FWeRReR:: a=Re’ et b=—¢".
_l’_

R
Gl (- WA Noyaux de Dirichlet et de Féjer.
Soit n € N*. On pose, pour t € R,
n ] 1 n—1
Di(t) = Y e et Ky(t)==3 Dn(t).
k=—n N m=o
1. Soit t € R tel que t =0 [27]. Calculer D,(t) et K,(t).
2. Soit t € R tel que t # 0 [27]. Montrer que :
sin ((n + %) t)
Dn(t) = — .
S|n<§>
3. Soit t € R tel que t Z 0 [27].
n—1 ) 1
(a) Calculer 3~ eil(mt3)t
m=0

(b) En déduire K, ().

1. Onaékt =1,

2. Reconnaitre une somme géométrique, puis factoriser par I'angle moitié.

e—int _ ei(n+1)t Cint 1— ei(2n+1)t“
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Sit=0 [27],
Da(t) =2n+1 et K,(t)=n.

_ sin((n + é)t)
(i)

Sit#0 [2n],

Exercice 5.8
Soit § € ]0, g { On définit

Ny =¢zecC 2l <1 . .
Jp €]0,cos(0)[, Jp € ]-0,0[: z=1— pe¥

1. Dessiner Ay dans le plan complexe.

2. Montrer que
1 2

VzeC, |z|]<l = < :
” 1_|Z’ 1_‘2’2

3. Montrer que
11— Z| 2
<

Vze A < .
z 12z cos(0)

3.Siz=1-pe¥ € Ay, |1 — z| = p et appliquer la question précédente, en développant le
dénominateur pour faire apparaitre cos(y), puis, par monotonie de cos, cos(f).
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