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Trigonométrie, Applications

Exercice 6.1

Résoudre sur [—m, 7] I'inéquation :

cos(3x) — cos(2x) + cos(x) > 0.

A I'aide des formules de trigonométrie, montrer que I'inéquation est équivalente 3

cos(2x)(2cos(x) — 1) > 0,

puis faire un tableau de signes.

L'ensemble des solutions est } —31 —W[U}—ﬂ il [ U ] T %[

Exercice 6.2
Montrer que :

4’ 3

Vx,y € R, ‘sin(x) - sin(y)’ < x —yl.

¢ On utilisera que [sin(x)| < |x|.
¢ sin(p) —sin(q) = ....

Exercice 6.3
Montrer que :

Wx R, [sin(x)| < |x|.

4 Par étude de fonction, on montre que sin(x) < x.

4 On montre aussi

que x — [sin(x)| est paire.
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1. (a) Montrer que :
Vx € }O,g[, sin(x) < x < tan(x).

sin(x) {
X x—0t
sin(x) i

X x—0

(b) En déduire que

(C) Montrer que

2. Déterminer les limites en 0 des expressions :
1 — cos(x) 1 — cos(x)
x2 xsin(x)

1. (a) On peut procéder par des études de fonctions.
(b) Inverser I'inégalité puis diviser par sin(x) # 0, puis appliquer le théoréme d’encadrement.
(c) Utiliser des arguments de parité pour montrer que ce qui précéde fonctionne pour x — 0.

2. Utiliser 1 — cos(x) = 2sin? (;) et sin(x) = 2sin (;) cos();).

2 1 — cos(x) 1 . 1 — cos(x) 1
] x2 x50 2 xsin(x) x=0" 2

Exercice 6.5
Justifier I'existence et déterminer, sur un domaine a préciser, la réciproque de

x — 8y/2In(x) + 1.

Exercice 6.6
On considére I'application
R?2 — RR2
X+y x—y
(X’ -y) 'H < 2 ! 2 >'
L'application est-elle injective ? surjective ? Si oui, déterminer sa réciproque.

(ol

R? — R?

L'application ¢ est bijective, de réciproque ¢! : ‘ (V) — (u+v,u—v)

Lycée Chateaubriand 2 Mathématiques o INDICATIONS Colle 6
MPSI 3 e 2025 — 2026 William GREGORY



Exercice 6.7

Soient E et F deux ensembles.
Soit f : E — F.

1. Montrer que :
VA, A e P(E), F[AUA]=FfIAJUF[A].
2. (@) Montrer que :
VA A € P(E), fIANA]C FIAINF[A].
(b) Montrer que l'inclusion réciproque est fausse en général.
(C) Montrer que l'inclusion réciproque est vraie si, et seulement si, f est injective.

Exercice 6.8

Soient E et F deux ensembles.
Soit f : E — F.

1. Montrer que :
VA€ P(E), AcfVfA].
2. Montrer que l'inclusion réciproque est fausse en général.

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur f pour qu'il y ait égalité.
3. Appliquer I'égalité 3 A= {x} et A= {y} en supposant que f(x) = f(y).

2. f:x+— x% Aun singleton.

3. <VA c P(E), Ac il [f[A]D <= f est injective.
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Exercice 6.9
z—i
z+i
1. Déterminer le domaine de définition de h que I'on notera Dy

On définit h: z —

2. Montrer que h : D, —> Dy-1 est une bijection dont on explicitera la réciproque.
L'ensemble D1 désigne le domaine de définition de h™', qui est aussi 3 déterminer.

3. Montrer que :
: 2 47Jm(z
VzeC\{-i}, 1-|h(z)| = |z—|—(||2)
Que dire lorsque Jm(z) > 07

4. Montrer que :

1- |z
~o (1 _
Vz € C~ {1}, Jm(h (z)) =T _.F
Que dire lorsque |z| <17
On définit les ensembles :
o H = {z eC ’ Jm(z) > O} le demi-plan de Poincaré;
e D= {z eC ‘ |z| < 1} le disque unité ouvert.
5. Que dire de h[H] et de D?
On a h[H] = D.
Lycée Chateaubriand 4 Mathématiques o INDICATIONS Colle 6

MPSI 3 e 2025 — 2026 William GREGORY



