Lycée Chateaubriand William GREGORY
MPSI 3 ¢ 2025 — 2026

Colle 9
Fonctions

» Apres votre colle, il vous est demandé de reprendre les exercices
traités et de les rédiger sur feuille. Ce travail est a déposer dans
la boite en B013 avant mercredi prochain.

» Vous trouverez le sujet et des indications sur la page ci-contre.

Exercice 9.1 Exercice 9.2
1. Montrer que : Montrer que :
Vx > -1, In(1+x) < x. Vx >0, sinh(x) > x.

2. Montrer que :

1 n 1 —n =

Vn > 2, <1 n ) <e< (1 _ > _ Exercice 9.3
n n Montrer que :
t
Vt> -1, —— <In(l+1t)<t.
1+t

Exercice 9.4 Exercice 9.5
i . Soi . 1 1
Soient O{’é >_0 Soient G, €, >0 Soient p,q € |1,+o0[ tels que — + — = 1.
On consideére : p q
; R}, — I% Soient a, b > 0.
| R — Rii‘ + GR’. 1. Montrer que :
ak b9
1. Montrer que f admet un minimum atteint ab < —
en un réel Ry > 0 et calculer f(Ry). . P9
2. (a) Déterminer R, > 0 tel 2. On considére
. éterminer el que : *
| C1 " Ry — Rp P pa
Rilaz(_‘leﬁ_ f: NN ePa b7
1 p €dq
b) Que dire de Ry et R, ? de f(Rp) et
(b) f(R)? (a) Montrer que :
Ve >0, ab< f(e)
(b) Montrer que f admet un minimum et
le déterminer.
3. Montrer que :
Ve >0, 3C, >0: ab<ea” + C,be.
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Exercice 9.6 Exercice 9.7

Soit x € R, Résoudre sur R? le systéme d'équations
Calculer les limites lorsque n — +oo de : & +ye* =0
x\" X \"
14— t (1 ) . Y | oX
< + n> e < + 2 xe¥ + e =0.
Exercice 9.8

Soit n € N*. Soient xq, ..., x, > 0.
Soient oy, ...,a, > 0. On pose a == a1 + - - - + .

Montrer que :
1 n 1
Ter o < g T <=3 e
3 k=1 X k=1 O

Exercice 9.9
Soit p > 2.

1. A I'aide de la fonction t —> (2 +1)% — t? — 1, montrer que :
Vx,y >0, xP+yP < (x*+y?)%.
2. Montrer que :
Va,be R, (& +b%)% <227 (|a]” +[b]").

3. Conclure que :
P

a—»b
2

a-+b
2

?_al”+ b

Va,b e R, < 5

Exercice 9.10
Soit f : [0,1] — R une fonction convexe.

1 k
On pose, pour tout n € N*, B,(f) =) f(n) BX ou
k=0

Vk €0,n], Vxe€l0,1], BX(x)= <n>xk(1 — x)"k,

n

1. Montrer que By(f) et By(f) sont convexes.
2. Soit n > 3.

(a) Montrer que :

Wx €[0,1], Bu(F)"(x) = n(n—1) nflf(k + 2) ) f(k il 1) + f(ﬁ)] BX (%),
(b) En déduire que B,(f) est convexe.
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