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Colle 9 o INDICATIONS
Fonctions

Exercice 9.1
1. Montrer que :

2. Montrer que :

1. Etudier f : x — x — In(1 + x).

2. Ecrire sous forme exponentielle les deux termes de I'encadrement et appliquer la premiére
question.

Exercice 9.2
Montrer que :
Vx >0, sinh(x) > x.

Exercice 9.3

Montrer que :
t

Vt > —1,
1+t

<In(l+4+1t) <t

L'une des inégalités peut se faire par convexité et les deux peuvent se faire par étude de fonction.
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Soient «, # > 0. Soient C;, G, > 0.
On consideére :

RY — R
f: C
R —s R—;+C2R5.

1. Montrer que f admet un minimum atteint en un réel Ry > 0 et calculer f(Rp).

2. (a) Déterminer R; > 0 tel que :
G
R
(b) Que dire de Ry et R, ? de f(Ry) et f(Ry)?

- C2R15.

1. Etudier la fonction f : signe de la dérivée et variations.

o

_1 _1 __a _B_
1. Ry = (g) =+ <2> " et F(Ry) = [(g) = <g> W} 1737 G778,

1

G\ o+P o
2. Rl = <C1> et f(Ro) = 2C1“7+/3 Cgrf'ﬁ

2

Exercice 9.5
1 1

Soient p, g € |1, +oc| tels que — + — = 1. Soient a, b > 0.
P q

1. Montrer que :

2. On considere

(a) Montrer que :
Ve >0, ab< f(e)
(b) Montrer que f admet un minimum et le déterminer.

3. Montrer que :
Ve>0, 3C,>0: ab<ead’+ Cpb7%.

1. Utiliser la convexité de la fonction exponentielle.

" : . b
2. (a) Utiliser la question précédente avec a < ca et b < —.
€
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(b) Dériver f, déterminer le tableau de signes de f" et le tableau de variations de f.

. . . 1, b
3. Utiliser la premiére question avec a « c7? et b < —-
eEP

Exercice 9.6
Soit x € R.
Calculer les limites lorsque n — +o00 de :

(1+X) et (1—1—)(2).
n n

Ecrire les quantités étudiées avec |'exponentielle puis passer au logarithme. Ensuite, on pourra
établir une inégalité comme :

t

<1+X)n—>ex et <1—|—X2>n—>1.
n n n—-+00
Exercice 9.7
Résoudre sur R? le systeme d’équations

e +ye*=0

xe¥ +e* =0.

X

Ny . 1€ . T p .
Se ramener a I'équation ex + — = 0, en trouver une solution et réaliser une étude de fonction pour
X
montrer que c'est la seule.

L'unique solution du systéme est (x,y) = (-1, —1).

Exercice 9.8
Soit n € N*. Soient xg, ..., x, > 0.

Soient o, ...,a, > 0. On pose o == a1 + - - + Q.
Montrer que :

1 n 1 <&
1 n Qy H Xk < . Z QX
@ k=1 k=1 @ =1
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.- R . TR . . (6%
Utiliser I'inégalité de Jensen avec la fonction In(-) pour I'inégalité de droite avec les poids =k,
o
1
Appliquer I'inégalité de droite a x, < — pour montrer |'inégalité de gauche.
Xk

Exercice 9.9
Soit p > 2.
1. A l'aide de la fonction t —s (2 +1)? — t? — 1, montrer que :
Vx,y =0, xP+yP < (x*+y%)5.
2. Montrer que :
Va,beR, (& +b%)% <227 (|a]” + [b]").
3. Conclure que :

a+blf

2

n a—»b
2

> |8l + [bl°

Va,be R S
a7€7 2

. X
1. Etudier la fonction proposée et appliquer I'inégalité obtenue avec t <— = (dans le cas y # 0).

- o . 2 :
2. Utiliser la convexité de la fonction x — |x|2 avec les points a® et b?.

3. Combiner les deux inégalités précédentes en utilisant que |a + b|*> +|a — b|* = 2(|a]* + |b[?).

Exercice 9.10
Soit f : [0,1] — R une fonction convexe.

4 k
On pose, pour tout n € N*, B,(f) := Z f(n) BX ol
k=0

Vk € [0,n], Vxe€[0,1], BX(x)= <n>xk(1 —x)"k,

1. Montrer que By(f) et By(f) sont convexes.
2. Soit n > 3.

(a) Montrer que :

Wx €[0,1], Bu(F)"(x) = n(n—1) ng + 2> ) f(k il 1) + f(ﬁ)] BX,(x).
(b) En déduire que B,(f) est convexe.

1
1. Calculer explicitement B1(f)” et Ba(f)”. Pour By(f), la convexité de f donne que f() <

2
f(0)+f(1 1 1 1
();() en remarquant que 55 x 0+ 5 x 1.
2. (a) Cette question est calculatoire et technique.

Pour calculer (BX)”, on distinguera les cas k € [2, n — 2] et les autres.
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(b) Comme dans la premiére question, il s'agit de montrer que :

Wk € [0,n — 2], f(k;r1> < Hf(kf) + f<ﬁ)}

On trouvera une correction rédigée de cet exercice ici : https://perso.eleves.ens-rennes.
fr/~dcaci409/Kholle?202%,20MP2corrige#page=6.
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