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Colle 17
Espaces vectoriels

» Aprés votre colle, il vous est demandé de reprendre les exercices
traités et de les rédiger sur feuille. Ce travail est a déposer dans
la boite en BO13 avant lundi prochain.

» Vous trouverez le sujet et des indications sur la page ci-contre.

Exercice 17.1 Exercice 17.3
La famille La famille
(X3 4+ X, X2 42X +1,X—1,4) -1 —2 0 —4
est-elle une base de R3[X]? 1 2 1 0
2113|1121
. 4 -5 -2 -7
Exercice 17.2 est-elle libre ou liée ?
La famille
2 -3 1
) (1) )
0 1 2
est-elle libre ou liée?
Soit A C R telle que :
(i) 0e€A
(i) Vx,y€eA x+yeA
(i) YVaeQ, VxeA, axeA
On définit :
Adh(A) = {x € R | 3(a,)n€ A': a, — x}.
Montrer que Adh(A) est un sous-espace vectoriel de R.
Exercice 17.5
Soit E un espace vectoriel.
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. L’ensemble F U G est-il un sous-espace vectoriel de E ?
2. Montrer que :
F U G est un sous-espace vectorielde E <= F C Gou G C F.
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Exercice 17.6

Soit n € N*. On consideére les sous-ensembles de M,(RR) :
4 S,(R) I'ensemble des matrices symétriques ;
¢ A,(R) I'ensemble des matrices antisymétriques.

Montrer que S,(R) et A,(IR) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M,(RR).

Exercice 17.7

Soit E un espace vectoriel. Soit k € N*.
Soit (x1, ..., Xk+1) une famille de E telle que la famille (xi, ..., xx) est libre.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur x, 1 pour que la famille (xq, ..., xk11) soit libre.

Exercice 17.8

Soit N € N*. Montrer que :

Vect (x S cos(nx)) = Vect (x — cos”(x))

nefo,N] neo,N]
Exercice 17.9 Exercice 17.10
On note E '— %0([0, 1],R) ot Soit E un espace vectoriel.
{ Soit (ey, ..., €,) une famille libre de E.
F = {fe E ‘ /0 f(t)dt:O}_ Montrer que pour tout a € ExVect(ey, ..., &),

_ la famille (e; + a, ..., e, + a) est libre.
1. Montrer que F est un espace vectoriel.

2. Déterminer un supplémentaire de F dans E.

Exercice 17.11 Exercice 17.12

On considere les fonctions de €°([0, 27], R) : Pour A € R, on pose f : x — |x — A|.
fi 1 x —> cos(x), £ x +— xcos(x), Montrer que la famille (f\)yer est libre
f3 : x —> sin(x), f3 @ x — xsin(x). dans #(R,R).

Montrer que la famille (fi, f,f5,f;) est libre
dans €°([0, 271], R).

Exercice 17.13

Soit N € N*. Soient A1,..., Ay € R deux a Soit N € N*. Soient 0y, ...,0y € R deux a

deux distincts. deux distincts.
H Ait . .
Montrer que la famille (t — e >1<k<N est Montrer que la famille (t — Sm(ekt))lgng
libre dans # (R, R). est libre dans # (R, R).
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Soit N € N*. On note, pour j € [0, N + 1], xJ(N) = ﬁ
On note Zjy I'ensemble des fonctions continues sur [0,1], nulles en 0 et en 1, et affines sur les

segments [XJ(N),XJ(J’:IH (pour j € [0, NJ).
1. Vérifier que % est un espace vectoriel.
2. Soit j € [1, N]. Exprimer explicitement I'unique fonction fj(N) de 7} telle que :
(N () _ ) O st LF)
vee [, N], £ (") _{ Y
3. Montrer que (ffN), ,f,(\,N)) forme une base de Zj.

Exercice 17.16

On considére (p,),>1 la suite strictement croissante des nombres premiers :
pr=2, p2=3, p3=5 ps=T7,

Montrer que (In(p,,)) est une famille libre dans R muni de sa structure de QQ-espace vectoriel.

neN*
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