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Colle 18 o INDICATIONS
Applications linéaires (début)

Exercice 18.1

Soit E un K-espace vectoriel.
Soit u € L(E) tel que :

u®> —3u—101dg = Oy(g).
1. Montrer que u est bijectif et exprimer u™! en fonction de v.

2. Montrer que :
E = Ker(u+2Idg) @ Ker(u — 51dg).

1. Déterminer v tel que uov = vou=Idg a I'aide de la relation vérifiée par w.

2. Raisonner par analyse syntheése. En exprimant x € E comme x = y+z (avec y € Ker(u+21dg)
et z € Ker(u —51dg)), écrire f(x) pour en déduire y et z en fonction de x et f(x).
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Soit E un K-espace vectoriel.
Soit u € L(E) tel que :

U2 —bu—7 |dE = OL(E)-
1. Montrer que u est bijectif et exprimer u™* en fonction de u.

2. Montrer que :
E = Ker(u + Idg) & Ker(u — 71dg).

1. Déterminer v tel que uov = vou=Idg a I'aide de la relation vérifiée par v.

2. Raisonner par analyse synthése. En exprimant x € E comme x = y + z (avec y € Ker(u+Idg)
et z € Ker(u — 71dg)), écrire f(x) pour en déduire y et z en fonction de x et f(x).
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Exercice 18.3
On consideére :
| RIX] — R[X]
' P — P(X?)+ (1+X*)P(X).
1. Montrer que ¢ est une application linéaire.
2. Montrer que @ est injective.

3. L'application ¢ est-elle surjective ?

1. Sans difficulté.

2. Etablir qu'un polyndme du noyau est nul ou de degré 2, puis regarder ce qu'il se passe pour un
polynéme de degré 2.

3. Remarquer que deg(¢(P)) = —cc ou 0 ou > 2.

Soit n > 2. On note E, := R,[X].
On consideére :
| B, — E,
P — (X42)P(X)—XP(X+1).
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de I'espace E,,.

2. Déterminer le noyau de ¢.

1. Il faut vérifier que I'application est correctement définie, i.e. est & valeurs dans R,[X].

2. Etablir qu'un polynéme du noyau admet 0 et —1 comme racines (en évaluant en —1 et 0).

Ker(p) = Vect(X(X + 1))

Exercice 18.5

On se place dans R[X] et on considére les applications :
p:P— P et ¢:P+— XP.

1. Justifier que ¢ et ¢ sont des endomorphismes de R[X].

2. Etudier l'injectivité et la surjectivité de ¢ et .

1. Sans difficulté.

2. ¢ Montrer que Ker(yp) # {Ogx;} (contient les polynémes constants).
¢ Montrer que Im(%)) est I'ensemble des polynémes dont 0 est racine.
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¢ o est surjectif mais pas injectif.

¢ Y est injectif mais pas surjectif.

Exercice 18.6
Soit E un espace vectoriel. Soit f € L(E).

1. Montrer que :
Im(f) N Ker(f) = {0c} <<= Ker(f) = Ker(f?).
2. Montrer que :
Im(f) +Ker(f) = E <= Im(f) = Im(f?).

Sans contexte de dimension finie, tout montrer par double implication et les égalités ensemblistes
par double inclusion.

Exercice 18.7
Soit E un espace vectoriel.

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Soit g € L(E).
On dit que F est stable par g lorsque :
Vx e F, g(x)€eF.
De maniere équivalente, F est stable par g lorsque g(F) C F.

=

Soient u, v € L(E) tels que uov =vou.
Montrer que Ker(u) et Im(u) sont stables par v.

N

. Soit u € L(E). Soit n € N. Soient ag, ..., a, € K. On note P(u) = > acu*.
k=0

Montrer que Ker(P(u)) et Im(P(u)) sont stables par u.

1. Ecrire avec des quantificateurs ce que signifie x € Ker(u) et y € Im(u), puis utiliser la relation
de commutation.

2. Utiliser la premiere question en remarquant que v o P(u) = P(u) o u.

Exercice 18.8
Soit E un espace vectoriel. Soit f € L(E).

1. Montrer que (Ker(f”)) o €St croissante pour I'inclusion.
n

2. Soit ky € N tel que Ker(f*) = Ker(f**1). Montrer que :
Vk > ko, Ker(F¥) = Ker(f*).
3. Donner un espace E et un endomorphisme f dont la suite (Ker(f”)) o &St croissante mais non
stationnaire.
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1. Sans difficulté.
2. Montrer que Yk € N, Ker(frotktly = Ker(frothk),
3. On peut par exemple se placer dans E = K[X].

Exercice 18.9
Soit E un espace vectoriel. Soit f € L(E).

1. Montrer que (Im(f")) _ €st décroissante pour I'inclusion.
2. Soit ky € N tel que Im(f*) = Im(f*™). Montrer que :
Vk > ko, Im(f¥) = Im(f*).

3. Donner un espace E et un endomorphisme f dont la suite (Im(f")) . n'est pas stationnaire.
n

1. Sans difficulté.
2. Montrer que Yk € N, Im(fko+k+1) _ |m(fko+k)_

3. On peut par exemple se placer dans E = K.

D C (e [-RER

Soit E un espace vectoriel.
Soient f, g € L(E) tels que f o g = IdE.

1. Montrer que Ker(g o f) = Ker(f).
2. Montrer que Im(g o f) = Im(g).
3. Montrer que E = Ker(f) @ Im(g).

1. Raisonner par double inclusion. L'une se fait sans difficulté et sans I'hypothese f o g = IdE.

N

. Raisonner par double inclusion. L'une se fait sans difficulté et sans |'hypothése f o g = IdEg.

3. Raisonner par analyse-synthése. Dans la phase d’analyse, lorsque I'on écrit x = y + z (x € E,
y € Ker(f) et z € Im(g)), appliquer f pour déterminer z.

Autre méthode. On peut montrer que p := g o f est une projection, utiliser les résultats sur les
projections et les questions précédentes.

Exercice 18.11

Trouver un espace vectoriel E et deux endomorphismes u, v € L(E) tels que :
vov=Idg et vouz#ldg.

On pourra par exemple regarder des espaces de fonctions, tels que E = %O(R,R).
Remarque. Ne pas prendre un espace de dimension finie.
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E=%°(R,R), wu:fr—f, et v:f»—)(x»—)/xf(t)dt>.
Jo

Exercice 18.12

Soit E un espace vectoriel. Soient f € L(E).

Soit p > 2. Soient Ay, ..., A, € K deux a deux distincts tels que, pour i € [[1,p], on a :
EA,—(f) = Ker(f — )\,' |dE) 75 {OE}

Montrer que les Ey,(f) sont en somme directe.

Comprendre que
x € Ker(f = A\ildg) << f(x) = \ix

et raisonner par récurrence.

Exercice 18.13
Soit E un espace vectoriel. Soit f € L(E).

1. Soient X\, 1 € K avec \ # .
Soient x,y € E . {0g} tels que :
f(x)=Ax et f(y)=py.
Montrer que (x, y) est libre.

2. Généraliser.

1. On écrira deux relations pour montrer que I'un des scalaires est nul, puis l'autre.

2. Raisonner par récurrence.

Soit E un espace vectoriel.
Soit u € L(E) tel que :

u" = OL(E) et Un_1 7é OL(E)-
Soit xo € E tel que u™*(x) # Ok.

Montrer que la famille (xo, u(xo), .- u”_l(xo)) est libre dans E.

Se donner Ag, ..., A\p_1 € K tels que :
Xoxo + Aru(x0) + - + Ap_1u" 1 (x0) = Of,

et composer cette relation par u, u?, ..., u""! de facon 3 obtenir un systéme triangulaire en
A0y oee sy Ap—1-
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Exercice 18.15
Soit E un espace vectoriel. Soient A, € K distincts. Soit u € L(E) tel que :
(u—Aldg) o (u— pldg) = Og).

1. Simplifier :

(@) (u—plde)o(u—Aldg);

(b) a(u— Mldg) — b(u — puldg) avec (a, b) = (1,1) puis (a, b) = (11, \).
2. Montrer que E = Im(u — Aldg) + Im(u — p1dg).
3. En déduire que E = Ker(u — M ldg) @ Ker(u — pldg).
4. Montrer que :

VneN, da, f,eK: u"=a,u+ 5,lde.

1. Développer puis simplifier.

N

Utiliser que (u — Aldg) — (u — pldg) = (u — ) Idg pour écrire x € E sous la forme voulue.

3. Montrer que Im(u— Aldg) C Ker(u — puldg) et Im(u — pldg) C Ker(u — Aldg), puis montrer
que l'intersection est nulle.

4. Raisonner par récurrence, en utilisant la relation donnée dans I'énoncé pour comprendre le cas
n=2.

1. (@) (v—plde)o(u—AIde) = 0.
(b) (u—Alde)—(u—pldg) = (u— M) 1de et pu(u—AIdg) — Mu—pldg) = (p—N)u.

4. (ap, o) = (0,1) et, pour tout n € N, (i1, Bns1) = (()\ + )y + B, —/\ua,,).

Lycée Chateaubriand 6 Mathématiques e INDICATIONS Colle 18
MPSI 3 e 2025 — 2026 William GREGORY



