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On désignera par K I'ensemble R ou C.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit u € L(E, F).

1. Définir « u est une application linéaire de E dans F ».

2. Soient x,y € E avec y # 0g. Soit A € K.

Entourer les égalités vraies et rayer celles n'ayant pas de sens.
u(0g) = 0F,  u?(x) = u(x)?,  u(Qy +x)=u(y) + u(x), ulxy)=u(x)u(y).
3. Que dire d'une application linéaire constante ? Justifier.

QCOP AL.2 B4R

Soient E et F deux espaces vectoriels.
Soit u € L(E, F).
1. Donner une condition nécessaire et suffi-
sante d'injectivité de u.
2. a) Soit F une famille finie libre de E.
Montrer que, si u est injective, u[F]
est libre dans F.
b) Ecrire la contraposée de ce résultat.

3. Le résultat est-il toujours vrai si u n'est plus
supposée injective ?

QCOP AL.3 (=) %

Soit E un espace vectoriel. Soient u, v € L(E).

1. Définir les ensembles Ker(u) et Im(u).
Quelle structure ont-ils par rapport a E?

2. Compléter par un symbole « C » ou « D »
et démontrer les inclusions :

Ker(u*) --- Ker(u*™)
k+1).

Vk € N, {

Im(u*) - Im(u

{Ker(u) NKer(v) --- Ker(u+ v)
Im(u) + Im(v) -+ Im(u + v).

QCOP AL4 k.3 (=)

Soit E un espace vectoriel.
Soit x € E. Soit A € K.

1. Compléter :
X =0 <—
2. Soit n € N*. Soient ay, ..., a, € K.
Soit u € L(E). On note :

P =3 aX et P(u):=>) au”.
k=0 k=0
On suppose que u(x) = Ax.

a) Justifier que P(u) € L(E).
b) Montrer que :
Vk € N, u*(x) = Mx.
c) En déduire que :
(P(1))(x) = P(\)x.
d) On suppose que x # Og.
Que dire si P(u) = O (g) ?
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Soit E un espace vectoriel. Soient F et G deux
sous-espaces vectoriels de E tels que :

E=F®cG.
On note p le projecteur sur F paralléelement
aG.
1. Définir I'application p.
2. Montrer que pop = p.
3. Montrer que E = Ker(p) @ Im(p).
4. a) L'application —p est-elle un projecteur
de E?
b) L'ensemble des projecteurs de E est-il
un sous-espace vectoriel de L(E)?

Soit E un K-espace vectoriel. Soit H C E.

QCOP AL.6 (= KE\3

Soit E un espace vectoriel. Soient F et G deux
sous-espaces vectoriels de E tels que :

E=F&G.
On note s la symétrie par rapport a F paralle-
lement a G.
1. Définir I'application s.
2. Montrer que sos = Idg.
3. Montrer que :
E = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg).
4. a) L'application Op(g) est-elle une symé-
trie de E7?

b) L'ensemble des symétries de E est-il
un sous-espace vectoriel de L(E)?

8o

1. Donner la définition de « H est un hyperplan de E ».

2. Soit ¢ € L(E,K). Montrer que Ker(y) est un sous-espace vectoriel de E.

3. Soient H; et H, deux hyperplans de E. Quelle structure a I'ensemble H; N H, par rapport a E7?

4. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels.

{(X,y)€R2 ‘ x—l—yzO}, {(X,y,z)€R3

x+y—z=0
3x +2y =0 ’

{(un)n €KY | up— 0}, {MeM,(K) | Tr(M)=0}.

| QCOP AL8 Ry

Soit E un K-espace vectoriel. Soit H un sous-espace vectoriel de E.

1. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E. Montrer que ¢ est surjective.

2. Supposons que H est un hyperplan de E.

a) Donner la définition de « H est un hyperplan de E ».

b) On se place dans le cas ou E = K" avec n € N*. Montrer que :

Iar, -y 3,) €K {(0,..,0) ) H={(xq, ..,

3. a) Montrer que, si H est un hyperplan, alors pour tout xo € E \ H, E = H® Vect{xo}.

x,) € E ‘ alx1+---+anxn:05}.

b) Sans justification, a-t-on une réciproque 7

4. Soient ¢ et 1 deux formes linéaires sur E. Montrer que :
Ker(p) = Ker(v)) <« [EI)\ eK: p= A@D}.
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