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Questions de cours ou presque • SUP • ARI

Arithmétique des entiers

QCOP ARI.1 [.y

1. Soient n, k ∈ N∗. Compléter :

· · ·
(

n
k

)
= · · ·

(
n − 1
k − 1

)
.

2. Soient a, b, c ∈ Z. Montrer que :
a | bc
a ∧ b = 1

}
=⇒ a | c .

3. Soit p un nombre premier. En déduire que :

∀k ∈ J1, p − 1K, p
∣∣∣ (p

k

)
.

QCOP ARI.2 [.y

Soit p un nombre premier. Soient a, b ∈ Z.

1. Rappeler l’expression de (a + b)p.
2. Montrer que :

∀k ∈ J1, p − 1K, p
∣∣∣ (p

k

)
.

3. Montrer que :
(a + b)p ≡ ap + bp [p] .

QCOP ARI.3 [.y

1. Énoncer le lemme de Gauss.
2. Soit p un nombre premier. Montrer que :

∀k ∈ J1, p − 1K, p
∣∣∣ (p

k

)
.

3. a) Montrer, par récurrence, que :
∀a ∈ N, ap ≡ a [p] .

b) Soit a ∈ N tel que a n’est pas multiple
de p. Montrer que :

ap−1 ≡ 1 [p] .

QCOP ARI.4 [.y

1. Énoncer le théorème de Bézout dans Z.
2. Soient a, b, c ∈ Z. Montrer que :

a ∧ c = 1
b ∧ c = 1

}
=⇒ (ab) ∧ c = 1.

3. Soient a, b ∈ Z tels que a ∧ b = 1.
Montrer que :
a) ∀k ∈ N, ak ∧ b = 1 ;
b) ∀k , ℓ ∈ N, ak ∧ bℓ = 1.

QCOP ARI.5 ⋆ .y

1. Soient α, β, γ ∈ Z tels que α ∧ β = 1. Montrer que :[
α | γ et β | γ

]
⇐⇒ αβ | γ .

2. Soient n, m ⩾ 2 deux entiers premiers entre eux. Soient a, b ∈ Z. On considère :

(S)

x ≡ a [m]
x ≡ b [n]

et (S0)

x ≡ 0 [m]
x ≡ 0 [n] .

On admet qu’il existe une solution particulière x0 ∈ Z du système (S).

a) Soit x ∈ Z une solution de (S). Montrer que x − x0 est solution de (S0).
b) En déduire l’ensemble des solutions dans Z de (S).
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