
Questions de cours ou presque • SUP • CPLX

Nombres complexes

Partie réelle, partie imaginaire

QCOP CPLX.1 [.y

1. Soit z ∈ C.

a) Définir Re(z) et Im(z).
b) Exprimer ces quantités en fonction de z et z .

2. Soit z ∈ C. Compléter et démontrer les équivalences suivantes :
z + z = 0 ⇐⇒ z ∈ ... et z − z = 0 ⇐⇒ z ∈ ... .

3. On admet que

∀a, b ∈ R, eia + eib = 2 cos
(

a − b
2

)
ei a+b

2 .

Déterminer
{
(a, b) ∈ R2

∣∣∣ eia + eib ∈ R
}
.

Inégalité triangulaire

QCOP CPLX.2 .y

Soient z , z ′ ∈ C.

1. Montrer que
Re(z) ⩽ |z | et Im(z) ⩽ |z |.

2. Montrer que
|z + z ′|2 = |z |2 + 2Re

(
zz ′
)

+ |z ′|2.
3. Montrer que

|z + z ′| ⩽ |z | + |z ′|.
4. Montrer que∣∣∣|z | − |z ′|

∣∣∣ ⩽ |z − z ′|.

QCOP CPLX.3 ⋆ [.y

1. Énoncer l’inégalité triangulaire complexe.
2. Soient z , z ′ ∈ C.

Compléter et démontrer :
|z + z ′| = |z | + |z ′| ⇐⇒ ... .

3. Soient A, B et C trois points du plan.
Montrer que A, B et C sont alignés dans
cet ordre si, et seulement si,∥∥∥−→AB

∥∥∥+
∥∥∥−→BC

∥∥∥ =
∥∥∥−→AC

∥∥∥.
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Exponentielle complexe

QCOP CPLX.4 [.y

Soit z ∈ C.

1. Exprimer le nombre ez sous forme trigono-
métrique.

2. Déterminer le module et un argument
de ez .

3. Compléter et démontrer :
|ez | = 1 ⇐⇒ ... .

4. Montrer que ez = ez .

QCOP CPLX.5 [.4

1. Soit Z ∈ C∗, de module R > 0 et d’argu-
ment principal θ ∈ R.
Écrire Z sous forme trigonométrique.

2. Soit Z ∈ C. Déterminer{
z ∈ C

∣∣∣ ez = Z
}
.

3. Résoudre
ez = 1 + i.

Racines de l’unité et équations polynomiales

QCOP CPLX.6 [.y

Soit n ∈ N tel que n ⩾ 2.

1. Définir l’ensemble Un.
2. Montrer que

Un =
{
e 2ikπ

n ; k ∈ J0, n − 1K
}
.

3. Calculer
∑

ω∈Un

ω et
∏

ω∈Un

ω.

QCOP CPLX.7 ⋆ [.y

Soit n ∈ N tel que n ⩾ 2.

1. Définir et décrire l’ensemble Un.
2. Soit Z ∈ C∗ que l’on écrit Z = Reiθ avec

R > 0 et θ ∈ R.
Décrire A := {z ∈ C | zn = Z}.

3. Calculer
∑
ω∈A

ω et
∏
ω∈A

ω.

QCOP CPLX.8 .y

Soit a ∈ C.

1. À l’aide de U2, justifier l’existence de z ∈ C
tel que z2 = a.

2. Soit z ∈ C tel que z2 = a.
On note x , y ∈ R tels que z = x + iy .

a) Compléter et démontrer :

z2 = a ⇐⇒


x2 − y 2 = ...
x2 + y 2 = ...
signe(xy) = ... .

b) En déduire les expressions, sous forme
algébrique, des valeurs possibles de z .

QCOP CPLX.9 .y

Soient a, b, c ∈ C avec a ̸= 0. On considère
az2 + bz + c = 0. (E)

1. On note ∆ := b2 − 4ac .

a) Déterminer δ ∈ C tel que δ2 = ∆.
b) Déterminer u, v ∈ C tel que

z vérifie (E) ⇐⇒ (z − u)2 = v 2.
c) En déduire les solutions de (E).

2. Soient d1, d2 ∈ C. Comment peut-on cal-
culer les solutions du systèmez1 + z2 = d1

z1 × z2 = d2
?
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