Questions de cours ou presque e SUP e EPR

Espaces préhilbertiens réels

© 2024 Tous droits réservés

Produit scalaire, inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (E, (| >) un espace préhilbertien réel.
Soient x,y € E. Soit A € R.
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1. a) Exprimer, a l'aide des propriétés de (- |-), la quantité
A + y 1%
b) Déterminer, lorsque x # Og, le discriminant de la fonction polynomiale
t— ||tx + y|*.

2. Montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|G L) < Iyl
3. Montrer que

‘(x|y>‘ = |Ix|lllyll <=  x ety sont liés.

QCOP EPR.2 87 QCOP EPR.3 =K A

Soit n € N". Soit n € N. On consizdére ;
1. Quel est le produit scalaire usuel (cano- (1) M,(R)” — R .

nique) (-|-) sur R"? (A,B) — Tr(A B).
2. Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans 1. Montrer que (-|-) définit un produit sca-

(R”,(-])). laire sur M,(R).
3. Montrer que : 2. Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans

V(x1, ..., xn) € R™ cet espace préhilbertien.
2
< . 3. Montrer que :
X <n X 2,
<kZ_1 k) k; : YM € My(R), Tr(M2) < Tr(M" M).

et préciser les cas d'égalité.
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QCOP EPR.4 ary

Soit (E, (- >> un espace préhilbertien réel.
1. Donner la définition de « (-|-) est un produit scalaire sur E ».

2. Soient x,y € E. Montrer la formule de polarisation :
2 2
_ x T = lx =yl

(x|y) Z
3. Soit u € L(E). Soit A € R, tel que
Wx e £, |lu(x)| = Alxl.

Montrer que :
Vx,y € B, (u(x)|uly)) = \(x]y).

Orthogonalité, projection orthogonale

QCOP EPR.5 P

Soit (E, (| >> un espace euclidien de dimension n € N*.
Soit % = (e, ..., €,) une base orthonormale de E.
Soient x,y € E.
1. a) Exprimer les coordonnées de x dans 3.
b) Méme question si % est supposée seulement orthogonale.

2. Exprimer (x|y) et ||x|| en fonction des (x| e;) et (y|e;) pour i € [1,n].

QCOP EPR.6 IRY QCOP EPR.7 = KA

Soit (E, (| >) un espace préhilbertien réel.

Soit (E, (| )) un espace préhilbertien réel.
Soit k € N*. Soit F = (w1, ..., v) € EX.

1. Enoncer et démontrer le théoréme de Py-
1. Montrer que :

thagore.
F est orthogonale — & est libre. ,
& _ 2. Dans le cas d'une famille de deux vecteurs,
2. Montrer que la réciproque est fausse. le théoréme admet-il une réciproque ?
3. On suppose que : 3. Soit F un sous-espace vectoriel de E de
k > dim(E) dimension finie. On note pg la projection
Vi e [1,k], vi # 0. orthogonale sur F.
Soit x € E.

La famille & peut-elle étre orthogonale ?

a) Exprimer, en fonction de ||x|| et de
HpF(X)H, la distance de x a F.

b) Montrer que Hp,:(x)” < |Ix])-
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QCOP EPR.8 8%

Soit (E, (| >> un espace préhilbertien réel.
Soit x € E. Soit a € E ~ {0g}.

On note p la projection orthogonale sur le
sous-espace Vect(a).

1. Compléter :
p(x) € ... et x—p(x)e€E...

2. Al'aide des caractérisations précédentes, et
sans l'aide d'une formule générale, établir

que :
p(x) = <!)|<3’\|32> a.

3. Déterminer d (x, Vect(a)i) :

QCOP EPR.9 (= Kg

Soit (E, (| >) un espace préhilbertien réel.

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie n € N* de E.
On note pr la projection orthogonale sur F.

1. Définir I'application pf.

2. Soit x € E. Soit (f1, ..., f,) une base orthogonale de F.

a) Exprimer pg(x) dans cette base.
b) Méme question lorsque la base est supposée orthonormée.

3. Soit x € E.
a) Définir la distance de x a F, notée d(x, F).
b) Montrer que d(x, F) = HX — PF(X)H.

4. Expliquer le principe de I'algorithme de Gram-Schmidt.
On donnera en particulier la formule a retenir, que I'on expliquera a l'aide de la notion de
projection orthogonale.
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