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Questions de cours ou presque • SUP • FCONV

Fonctions convexes

QCOP FCONV.1 [y

1. Soit I un intervalle. Soit f : I −→ R
une fonction convexe sur I . On note Cf
la courbe représentative de f .

a) Que dire de Cf par rapport à ses
cordes ?

b) On suppose f dérivable sur I . Que dire
de Cf par rapport à ses tangentes ?

2. Compléter et établir, par convexité, les in-
égalités suivantes :

∀x ∈ R, ex ⩾ ... ;
∀x ∈ R∗

+, ln(x) ⩽ ... ;
∀x ∈

[
0,

π

2

]
, ... ⩽ sin(x) ⩽ ... .

QCOP FCONV.2 [y

1. Soit f : R −→ R deux fois dérivable.

a) Rappeler et illustrer la caractérisation
de la convexité de f par sa dérivée se-
conde.

b) On suppose que f est convexe. Soit
a ∈ R. Compléter et illustrer l’inéga-
lité suivante :

f (x) ... f (a) + f ′(a)(x − a).

2. Soit n ∈ N tel que n ⩾ 2.
On s’intéresse à f : x 7−→ xn. Compléter
les cases du tableau suivant par « convexe »
ou « concave » et démontrer les affirma-
tions :

sur ]−∞, 0] sur [0, +∞[
n pair ... ...

n impair ... ...
3. Soit n ∈ N. Montrer que :

∀x ⩾ 0, xn+1 − (n + 1)x + n ⩾ 0.

QCOP FCONV.3 ⋆ [.y

Soit f : R −→ R convexe.

1. Définir « f est convexe ».
2. Énoncer et démontrer l’inégalité de Jensen.
3. Soit n ∈ N∗. Soient x1, ... , xn ∈ R.

a) Montrer que

f
(

1
n

n∑
i=1

xi

)
⩽

1
n

n∑
i=1

f (xi).

b) Montrer que

n × f
( n∑

i=1
xi

)
⩽

n∑
i=1

f (nxi).

QCOP FCONV.4 ⋆ [y

1. Soit x ∈ R∗
+. Soit α ∈ R.

Rappeler la définition du nombre xα.

2. Soient p, q ∈ ]1, +∞[ tels que 1
p + 1

q = 1.

a) Justifier que

∀x , y ∈ R, e
x
p + y

q ⩽
ex

p + ey

q
.

b) Montrer l’inégalité de Young :

∀a, b ∈ R∗
+, ab ⩽

ap

p + bq

q
.
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