Questions de cours ou presque e SUP e VAF

Variables aléatoires finies
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Dans toute la fiche, (Q,]P’(~)) désigne un espace probabilisé fini.

Lois usuelles

QCOP VAF.1 &

Compléter le tableau suivant.
| support X[Q] | P(X = k), k € X[Q] | espérance E[X] | variance V[X] |

X ~ %([a, b])
a,beN
X ~ 3B(p)
p € [0,1]
X ~ %B(n,p)
neN, pel0,1]

On détaillera les calculs des espérances et des variances.

Espérance, variance, covariance
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Soit X une variable aléatoire réelle.
1. Définir I'espérance de X, notée E[X].
Les questions qui suivent sont indépendantes.

2. a) Enoncer le théoréme de transfert et la formule de transfert.
b) En déduire une formule de calcul de E[X?].

3. Soit Y une variable aléatoire indépendante de X. Que vaut E[XY]?
4. Soit N € N tel que X[Q] C [0, N].

a) Montrer que, pour tout k € N, P(X = k) =P(X > k) —P(X > k+ 1).

N
b) En déduire que E[X] = > P(X > k).
k=1
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Soit X une variable aléatoire réelle.

1. Définir la variance de X, notée V[X], a
I'aide d'une espérance.

2. Montrer que :
V[X] = E[X?] — E[X]*.
3. On suppose que X[Q2] ={0,1}.
Déterminer V[X].

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles.

QCOP VAF.4 (=K

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles.

1. Définir la covariance de X et Y, notée
Cov(X,Y).
2. Al'aide de A — V[AX + Y], montrer que :

|Cov(X, V)| < {/VIX]V[Y].

3. Montrer que, si X et Y suivent chacune
une loi de Bernoulli,

[Cov(X, Y)| < %.

ar=

1. Donner la définition de « X et Y sont corrélées » et de « X et Y sont décorrélées ».
2. Exprimer la covariance de X et de Y, notée Cov(X, Y) en fonction de E[X], E[Y] et E[XY].

3. Compléter et démontrer :
Cov(X,Y)=0

D

X et Y sont indépendantes.

. Justifier que I'implication réciproque est fausse.

Inégalités probabilistes
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1. Enoncer et démontrer I'inégalité de Mar-
kov.

2. Soit X une variable aléatoire réelle.
Soit t > 0. Soit a > 0.

a) Montrer que :
(X >a)= (etX > et").
b) En déduire que :
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1. Enoncer et démontrer I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev.

2. Soit X une variable aléatoire réelle d’espé-
rance y et de variance 2. Soit a > 0.

a) Montrer que :
1
P<|X —pl = aU) < el

b) En déduire que :

P(X > a) < B[] 1
etd ]P’(,u—aa<X<u+oza)>1——-
«
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