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QCOP • SUP • Indications et éléments de réponse

FCONV. Fonctions convexes

QCOP FCONV.1

2. Résultat. ∀x ∈ R, ex ⩾ 1 + x ;
∀x ∈ R∗

+, ln(x) ⩽ x − 1 ;
∀x ∈

[
0,

π

2

]
,

2
π

x ⩽ sin(x) ⩽ x .

QCOP FCONV.2

2. Résultat.
sur ]−∞, 0] sur [0, +∞[

n pair convexe convexe
n impair concave convexe

3. Utiliser la convexité de la fonction x 7−→ xn+1 sur [0, +∞[ et la première question.

QCOP FCONV.3

1. Résultat. ∀x , y ∈ R, ∀λ ∈ [0, 1], f
(
(1 − λ)x + λy

)
⩽ (1 − λ)f (x) + λf (y).

2. Résultat. Soit n ∈ N∗. Soient y1, ... , yn ∈ R. Soient α1, ... , αn ∈ [0, 1] tels que α1 + · · ·+αn = 1.
Alors

f (α1y1 + · · · + αnyn) ⩽ α1f (y1) + · · · + αnf (yn).

3. a) Utiliser l’inégalité de Jensen avec les poids αi = 1
n pour i ∈ J1, nK.

b) Utiliser l’inégalité de Jensen avec, pour i ∈ J1, nK, yi = nxi et αi = 1
n

.

QCOP FCONV.4

1. Résultat. xα = eα ln(x).
2. a) Utiliser la définition de la convexité avec la fonction exponentielle.

b) Utiliser la question précédente avec x et y judicieusement choisis.
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